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Lﬂ-i Mouveaux Précis Bréal sont congus pour apporter aux étudiants des
classes préparatoires une aide efficace dans leur travail. Tout en
conservant la rigueur des éditions précédentes, nous nous sommes efforcés
d'aplanir au mieux toutes les difficultés inhérentes au discours scienfifique.
Mous savons par expérience que le rythme de la prépa n'autorise aucune perte
de temps, et nous pensons qu'une explication claire et précise permet d'éviter
au lecteur tout « blocage » inutile.

Strictement conforme au nouveau programme, cet cuvrage s'adresse a tous les
étudiants de deuxiéme année des filigres PC et PSI. Chague chapitre est divisé
en frois parties complémentaires.

» le Cours, qui présente les principaux raisonnements & comprendre et &
cennailre, accompagnés de nombreuses applications directes afin d'assi-
miler immédiatement les notions traitées.

s les poges Méthodes, qui contiennent deux rubriques indispensables a la
progression personnelle : L'essentiel permet de mémoriser rapidement tout
ce qu'il faut retenir du chapitre, et la Mise en ceuvre expose les grandes
méthodes afin d'acquérir les bons « réflexes » en situation.

= les Exercices, classés par niveaux de difficulté, dont les solutions détaillées
sont enrichies d'astuces et de conseils [précédés des logos : ou /). la
plupart des énoncés proposés ont été tirés de sujets de concours.

Il nous est apparu nécessaire d'accorder aux Méthodes et aux Exercices
une ploce équivalente & celle du Cours. En effet, 'apprentissage ne peut pas
étre efficace sans combiner étroitement ces trois dimensions : comprendre,
savoir faire et s'entrainer. En revanche, s'il organise intelligemment son travail,
I'étudiant pourra s'améliorer dans toutes les disciplines en gérant au mieux son
temps et ses efforts, principale condition de la réussite.

Ainsi, les &tudiants de PC et PSl disposeront, en physique des ondes, d'un outil
de travail complet, adapté au rythme soutenu de cette seconde année de pré-
paralion aux concours.

MNous espérons que ce Mouveau Précis les aidera a passer avec réussite leurs

épreuves et nous répondrons volontiers @ toute suggestion, remarque ou cri-
tique par e-mail & I'adresse infos@editions-breal.fr.

L'éditeur et les auteurs

sodoud-auvep”
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CHAPITRE

n Phenomenes

de propagation
non dispersifs

OQuverture

Quicongue a liché un caillou dans I'cau a observe "apparition de vagues circulaires dont
le diamétre croit avec le temps. On parle de propagation d’une déformation de la surface
de I'eau. Ce phénoméne physique, qualifi¢ d’ondulatoire, peut revétir bien des apparences
tant visibles, comme dans |'exemple précédent, qu'invisibles, dans le cas d'ondes sonores
ou d’ondes electromagnétiques. Malgré la diversité des phénomeénes ondulatoires,

la nature méme de la propagation des ondes peut étre appréhendée 4 'aide de modéles
physiques simples.

Ce chapitre introduit ces notions en s appuyant sur des situations physiques
unidimensionnelles. L'équation d’onde obtenue est analysée pour mettre en évidence
I'existence d'un couplage spatio-temporel qui rend compte d'une propagation.
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i Catte stude constitus I'ohjet
du chapitre 2.

¢ [rans toute la suite,
an suppasera qua la référantal
d'étude est galilaen et que Fon

peut négliger e poids des stomes.

A. Exemples d’'introduction

A.1. La chaine d’oscillateurs

AL1.1. Position du probleme

Une collection d*atomes identiques de masse m forment une chaine linéaire sur
un mhmimnmlﬂx.hl'éqﬂhm,mndmuqutln&ﬁmmmd:uxnmm
consécutifs est constante et vaut a. Une perturbation longitudinale modifie
cet équilibre. L'interaction entre les atomes propage alors cette perturbation
de proche en proche le long de la chaine. On suppose que cette perturbation
est suffisamment  forte » pour faire sentir son influence a grande distance sur
la chaine atomique, mais qu'elle est également suffisamment « faible » pour ne
pas bouleverser complétement la structure. Dans ce cas, l'interaction entre les
atomes peut ére modélisée par une force de rappel de raideur &, identique
pour tous les atomes et limitée aux plus proches voisins. La chaine atomique
est ainsi modélisée par une chaine d'oscillareurs lindaires.

Outre son intérét académique, cer exemple classigue décrit simplement les
phénoménes de propagation dans un cristal, ou encore la propagaton du son
dans un milicu matériel . Bien que le caractére infini de la chaine d'oscillateurs
puisse sembler peu physique, si I'on néglige les effets de bord, ce modéle permet
d’introduire la notion de phénoméne ondulatoire associé i un systéme discret
puis, par passage a la limite, 4 un systéme continu.

ALl.2. Mise en équation

a .':u a '."ll.l"‘ !

axe Ox

VAN B — VWY — B WY - WAV 5

Fing. 1 - Parturbation le fong dune chaine doscillateurs lingaires.

Notons £_ (1) 1"écart de I'atome » a I'instant ¢ sur |'axe Ox par rapport a sa
position d"équilibre (g, 1), Pour cet atome, la relation fondamentale de la
dvnamigue projetée sur I'axe Ox sécrit :

mié =k(e  —€ )-k(e -€ ],

S S—

cxrTone par SR [
P -+ I Tty 6= |
que I’on mer sous la forme :
E " +m§{EEn - EJ—] - E.l|+|::| = D {1}

ol ;.;.; = i est la pulsation propre de chaque oscllateur.
L




3. La distance caractenstigue
da warigtion d'on phénomine
andulitoine es! apoeie
longueeur d onde. Dans Notude
dez phénoménes sonores,
elle est de ordea du mére,
dong bien plus grands gae

la testance amire ATGMEs
{erviron quelgues angsiroms;

Cette équation montre gue le déplacement de Natome » dépend des déplacements
des atomies # - | et i + 1. De maniére générale, le comportement d"un atome
dépend de celui de ses plus proches voisins. Cette propriété est caractéristique
de la propagation de proche en proche d'une perturbation. On dit alors

qu'une onde se propage le long de la chaine.

A3, Limite continue

Diesignons par x_ la position d’equilibre de "'atome » sur "axe Ox, puis

construisons une fonction w deéfinie en tout point x. et @ chaque instant r
par "écart 4 la position d"équilibre ;

Wix, ty=¢ (1) -

Dans le cas on la distance @ =x_, —x_  entre deux stomes consécutifs reste
petite devant la distance caractéristique du phénoméne ondulatoire " (hypothése
que nous supposerons vérifiée), et en admettant que la fonction y vérifie les
conditions math&matiques requises, on peut ecrire les developpements survants
al'ordre 2 en a:

i

i e
E_(D=ylx +a1)=yx, t}hﬂL J rj+EkF]( L

K

X

':

a..l_E- l:ul_év'

pe
,s (O =y(x, - a,1)=yix,.r}-a J{ ..r:|+? a—'”Jn:x )

En sommant ces deux égalités, on obtent :

E_ln+e_ (r)=2y{x_rl+a

‘“I
-'E

| ]I:x 1),
|t

d'on ;

e T o=
2 (-, (1)-g,, (1)= Ew{x,.:)—[zwf;—_.r]ﬂr:- %][m,.ﬂ}= -a”| E;_‘-P' {x 1)
| R

L i e

Par ailleurs, on a immeédiatement :

. (g
£ (0= ILF](I",:J .

DFaprés (1), la foncuon w vénfie donc I'équation aux dérivées partekies :

dy Ay
——aw,—=0
o’ g

L'evolution de la perturbation dans une chaine unidimensionnelle infinie
d’oscillateurs linéaires est caractérisée par 1"égquation de d"Alembert :
ry v o
N
Cette équation décrit le phénoméne de propagation d*une onde dans un
milieu continu. ¢ est la vitesse de propagation de 'onde et s"exprime en

m=5".




4 Dans leg matdnsin de magas
volumigue p, catte redation, par
paseage & la limite continue,
et sous la forme :

JE
c= .
p

odl E =t le module d™Yowng du
fabiridu, caracténsigque
mécanique de ce dermier, gt
s'exprime en Pa.

5. Dans toute ln suite,
on supposara que ba référentsal
31 galiléen,

" Chapitre 1 ;: Phanoménes de propagation nan dispersifs

Dans 'exemple traité, I'onde se propage dans la méme direction que les
déplacements des atomes : on dit que 'onde est longitudinale. La vitesse de
propagation de "onde vaur'

||h
E=ﬂmu=ﬂ —_—,
L

A.2. La corde vibrante
A.2.1. Position du probléme

axe Oy __,T x + dy)
el wh [ TELA dk e, .
T “corde
e Wiz, 1) Wix +dx, 1)
\ _,"r ¥ x =+ dx axe Ox

Fig. 2 - Corde wiliranta,

On s'intéresse 4 présent aux petits mouvements transversaux d'un corde sans
raideur, de masse linéique p (fig. 2). A I'équilibre, la corde est horizontale suivant
"axe Ox. Lorsqu’elle est écartée de sa position d'équilibre, on admet que chacun
de ses points conserve son abscisse x initiale. L'écart a la position d'équilibre
a I'instant 7 est noté W (x, t). Enfin, on suppose que les déplacements de la corde
restent « petits +, ce qui entraine que les angles & restent petits et gque :

ay

1.
dx =

A.2.2. Mise en égquation

En négligeant le poids de la corde devant sa tension, ainsi que d’éventuels
frottements avec 'air, la relation fondamentale de la dynamique appliquée a
un élément de corde compris entre les abscisses x et x+dx s"écrit” :

pded = T(x+dx) =Tix)
wommete aeamere
par la partic droir  par la partie greche
de i onile e b ool

2 "
avec g= dy ¢, car la corde se déplace verticalement. A l'ordre 1 en dx, il vient :

ar’
dy T
Ay =g —lx .
HEx o €% g

En projetant cette relation sur les axes Ox et Ov du repére, on obtient
respectivement :

aT dy _dT

=0 (1) et —=—= (2}.
25=0 () poT=t @
L angle ¢ restant faible, on a :cos = 1 et sin @ = . Comme T =T cosa et
T, =T sina, on peut alors écrire, d l'ordre l en o :T =T et T =Ta. Ainsi,
I"equation (1) donne T = cte, que 'on peut injecter dans 1'équation (2)
&y o Ta) o

—_— =T —-
W = " ox Fm




6, C'est bl définition de la dérivée  Enfin, comme tan o = o 4 'ordre 1 en o et que ano = ﬂ LOna
d une fonction. o

da v
de  dy?

Le mouvemnent de tout point de la conde est done rég par Pégquation de 4’ Alembert -

L'évolution des petits mouvements transversaux d'une corde sans raideur
est caractérisée par I"éguation de d"Alembert :

Ty _o2¥_,

e’ dae’

Cette équation décrit le phénoméne de propagation d*une onde le long de
la corde. ¢ est la vitesse de propagation de I'onde et s"exprime en mes-L.

Dans 'exemple traité, I'onde se propage le long de "axe Ox, mais la grandeur
physique qui caractérise la déformation de la corde évolue le long de "axe Oy
perpendiculairement 4 la direction de propagaton : on dit gue "'onde est
transversale. La vitesse de propagation de 'onde le long de la corde vaur :

T
c=|—-

n

B. Equation de d’Alembert

B.1. Solution générale de I’équation de d’Alembert

B.1.1. Préliminaires

Avant de rechercher les solutions de 'éguation de d’Alembert, on peur analyser
quelques -unes de ses propriérés,

* On remarque tout d"abord que 1'équation ¢st linéaire. Cela signific que si
W, (x, 1) ety (x, ) sont des solutions de I'équation de d’Alembert, alors toute
combinaison linéaire Ay, (x, £) + Ay, (x, £}, o0 A et A, sont des réels, est
également solution : ¢'est le principe de superposition. Associé a I'analyse de
Fourier, 1l est assez systematiquement appligué dans la recherche de solutions
i I'équarion de d°Alembert.

Principe de superposition
1. Lo dérivie 'r""'“““l'_:ﬁ‘f“ La linéarité de 1'"équation de d"Alembert entraine que toute combinaison
el s linéaire de solutions de I'équation est encore une solution.
gt = {utadortx

Ainsi, avec vl =-x ona: * (n remarque ensuite que 'équation de d’Alembert ne fait intervenir que

g'lx) = -#“{~:]. des dérivées partielles d’ordre 2. 51 W (x, 1) est une solution de I'équation, alors

b (x, ) =y (=x, ) et @ (x, 1) =W (x, -) sont également des solutions, Pour

montrer ce résultat, on utilise le théoreme de dérivation des fonctions
g leh= "'"{“j composées , généralisé 4 des fonctions de plusieurs variables.

:n.:rs r

et en dérivant une seconde fois



f. En fait, w esf solution d'une
equatsin d'ande plus simphe

que laguatson de d'Alambert.
Les calculs de dérivées pamielles
manirent an effet que

Il &"agit d'une Equation aux
ditriviees partielles lindaire qui
e prasants pas les symatries
de I'éguation de d"Alembart.

11.1.2. Ondes progressives dans le sens de x croissant

* Considérons une foncuon W (x. r) des variables x et r définie par la fonction
COMposée :
Wix,t)= flx—-a}.

On peut exprimer les dérivées partielles de W en fonction des dérivées de f :
—dlordre 1 :
%{x,r}=}"{x—ctj et E(x,:j:-rf’(r-ct};

dr
-4 l'ordre 2 :
%EI=¢J=I'(I—¢I} et %Ex,ﬂ=c=f{x—:ﬂ.

On remarque alors que W est une solution de I'équation de d’Alembert :

2
;—T{x.f}— ¢ gx—q:{:,r} =& fx—ct) = f(x-et)=0.

Une telle solution ne peut pas constituer la solution générale de I'équation de
d'Alembert car elle n’est pas invariante par renversement du temps et de 'espace.
Elle ne peut donc constituer qu’un smorceaus de la solution®.

» Certe solution admet une interprétation physique simple. Sur la figure 3, on
a représenté une corde 4 un instant ¢ quelcongue ¢t 4 un instant ultérieur ¢ + bi.
La perturbation & I'instant ¢ 4 5¢ se déduit de la perturbation & l'instant ¢ par
une translation de longueur cbr le long de 1'axe Ox. En effer :

Wix,t+be) =‘||'[:.r —c{t+5t]|] = f[.t-cﬁd'— L'!'] = Yix —che,r) -

La solution w décrit donc la propagation d™une onde le long de N'axe Ox dans
le sens des valeurs croissantes de x. ¢ s'interpréte alors comme la vitesse de
propagation de 'onde.

r, T

ik TV jnii

La fonction wW(x,#)= f(x- ct) , solution de I'équation de d’Alembert,
décrit une onde progressive se propageant dans le sens de x croissant
i la cdlérivg c.

A
[l ¥ B
[ |
' ] I'.I / axe Ox
o d : corde 4 l'instant
L B
: [I)/_ \}'[:IEE+E¢:]=WI:I&,I:I=‘P{I‘B—11'EI,F}
CA
— 7
i R J'I axe Ox
kY - K = chre corde 4 l'instant ¢ + &t

Fig. 3 - Onde progressive dans le sans de x croissant & deus instants.



8. En fait, w est zolution d'une
iuation d'onde di la loime

ﬂ - I.'.'E =0.

i dx
Il 5'agst d une @guatan
aux dérivées partielles bnéaire
gl ni prégente pas les symétries
de l'iquation de d" Alember,

100 0 eat iméressant de remarnguar
que y [=x o ot g {x, -8 sont
encore des solutions. Ca résultat
5] dvident & |la vue de Vexpression
die la solution gémnirale.

15.1.3. Ondes progressives dans le sens de x décroissant

Considérons 4 présent une fonction ¢ (x, r) des variables x et ¢ deéfinie par :
W (x, 1) = g (x + ¢t). On peut reprendre la méme analyse que précédemment
en remplagant simplement ¢ par — ¢. Cette fonction est par conségquent encore
une solution de "équation de d"Alembert” et décrit la propagation d"une onde
le long de I"axe Ox dans le sens des valeurs décroissantes de x.

§ Fropriéts 2 RN i

La fonction W{x,t)= g{x+ ct), solution de I"équation de d"Alembert,
| décrit une onde progressive se propageant dans le sens de x décroissant
| i la vitesse ¢
|

B.1.4. Solution générale

D'aprés le principe de superposition, toute fonction W (x, £} = f{x = of) + g (x + cf)
est encore une solution de Méguation de d"Alembert. Il 8"agit de la solution la
plus générale de cette équation. Elle est la superposition dune onde progressive
dans le sens de x croissant et d'une onde progressive dans le sens de x
décroissant. La propagation de 'onde se fait 4 la méme vitesse ¢ dans les
deux sens.

On peut vérifier quiune telle solution est effectivement la solution la plus
générale. En posant u = x - cf et v = x + ¢, ON remarque que :

d d d d d 4
—2‘.1:3;—3'——:5 et EE'E—E-I-EE}

d o :
i_fli- i_r_'i i-.'.:i —_4r_'z--a—l-—
dt o’ (o o
En notant wy (x, 1) = 5 (1, v}, I'équation de d’Alembert s"écrit alors :
LA ST P LAY

o’ o ohe ch
En intégrant par rapport a u, il vient :
2 (us0)=Glo).

puls en intégrant par rappot 4 o, il vient ;
#w, v) = fu) + g,

soit en revenant aux variables x et :

Wix,f)=flx-cr)+glx+a).

Propriéte 3 |

La solution générale de I'équation de d* Alembert 4 une dimension est la
superposition de deux ondes progressives se propageant en sens opposé a la
méme vitesse ¢ :

Wix,£) = flx-ct)+ g(x+ct)

_



11. On parla aussi d'ondae plana
prograssive manachromatises
o sinusoidale.

1Z Nous donnerons un Sens
physique & cefte relation dans
e chapitre 4,

Une onde progressive dans le sens de x décroissant est également appelée onde
régressive. L'existence d'une telle onde est généralement liée a la possibilité
d'un retour de "onde progressive initialement dans le sens de x croissant, par
exemple aprés réflexion sur un obstacle. En I'absence d’obstacle ou de source
émetirice, la solution est une onde progressive fibre, qui se propage dans un seul
sens. Dans toute la suite, on parlera d"onde progressive pour désigner indiffe-
remment une onde qui s¢ propage dans le sens de x croissant ou dans le sens
de x décroissant,

B.1.5, Onde plane

Les solutions de 1I'équation de d’Alembert déterminées jusqu’a présent ne
dependent que d'une seule coordonnée spatiale x car elles decrivent un
phénoméne unidimensionnel. De telles solutions existent aussi dans espace
tridimensionnel, Une solution de la forme f (x — cr)décrit une onde progressive
dans le sens de x croissant, indépendamment des autres coordonnées spatiales
yer gz L'onde prend donc la méme valeur en tout point d’un plan perpen-
diculaire a la direction de propagation : on dit alors que I"'onde est plane.

Dans 'espace a trois dimensions, une solution de I'équation de d"Alembert
de la forme :

WM, )= flii - OM - ct) + g{ai - OM + ct)
décrit une onde plane se propageant dans la direction du vecteur
directeur unitaire @ . L'onde f(u-OM-ct) se propage dans le sens

de o, 'onde g5 - OM + ¢} dans le sens opposé a .

I3.2. Ondes progressives planes harmoniques
B.2.1. Description

Line onde progressive plane harmonique'’ (ou OPPH) s¢ propageant
dans le sens de x crodssant a la forme

y_amplitude (dimension de )

o pulsation (rad-s1)

& module du vecteur d'onde (rad -m1)
i phase i I'origine (rad)

W(x,t) =y, cos|@f—kx+ )

C'est encore une solution de I'équation de d*Alembert 4 condition que la
pulsation o et le vecteur d'onde & vérifient la relation de dispersion’ :

dy _ Ty _
PR why et =—k"y

2 3
—m+k =0, car e

D’aprés cette relation, I"onde progressive plane harmonigue peut aussi s’écrire
sous la forme :

w(x,:}=1rwm[m(:—§]+¢] ol '-.|.r|:x,:j|=w_u.'ra{k[:x-.:r}+q:].

1 Chapitra 1 : Phienomines de propagation non dispersifs



Une telle onde présente une double périodicité spatiale et temporelle.
En effer, il existe deux réels A et'T tels que (fig.4) :

Yix+A)=y(x,2) & ylx,t+T)=ylx,t1) .

L N e N PR— .
pénodicité temporelle pénodicité spatiale
{x fixe) (r fixe)

Fig. 4 - Double piriodicité d"une OPPH,

Une OPPH présente une double périodicité, spatiale et temporelle. La |
longueur d’onde A (en m) et la période T (en 5) vérifient les relations :

I

ix in .

=— o T=— -
&k i

On définit aussi le nombre d'onde o (en m'), inverse de la longueur d'onde,
ct la frequence v (en Hz), inverse de la pénode ;

1 1
g=+ & ¥=— -

A T
Une onde plane progressive harmonique peur ainsi & écrire indifféremment :

Wi, o) = i cos(ar — kx + ¢ =y m[ﬁ:[%—%]+¢]- W, cos| 2% ve —ax) + 4).

B.2.1. Représentation complexe

En représentation complexe, une OPPH i (x, 1) = y_ cos (@i — kx + ¢) |
8 eCrit
*{I, f:l - *MEJ:HE-.I:-MI :
L'onde réelle correspond alors 4 la partie réelle de sa représentation
complexe :

Wix,t) = Re| wix,0) |

Cette expression peut également se mettre sous la forme :

B ]

Wix, )=y e avec W o=y g amplitude complexe.

L'intérér de la représentation complexe réside dans la simplicité des calculs
qui découle de son utilisation. Cependant, elle ne peut étre utilisée que si
le phénoméne érudié est décrit par une équation d'évolution linéaire, comme

c'est le cas pour I'équation de d’Alembert.
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Chapire 1 ; Phénombnes e progsagaion

2.3, Intérét de 'OPIPH

L'analyse de Fourier est un ourl trés puissant pour décrire les solutions de
problémes linéaires. L'équation de d’Alembert entre dans certe categorie. Aimsi,
51 Wilx, 1) est une solution de I'équartion de d"Alembert, I'analyse de Fourier
montre que cette solution peut s'écrire comme la combinaison linéaire d'une

infinité I"OPPH de la forme :
Wi, r)="¥_ (w)e"™ ki .

o 'amplitude complexe ¥ et le module & du vecteur d'onde sont en géncral
des fonctions de la pulsaton w. Ainsi, on a'*

E{xil} = T.:Em{m}el"“" ﬂﬂlrldw .

Par conséquent, connaitre les OPPH solutions de 'équation de d"Alembert,
c'est connaitre les solutions génératrices de toute solution générale. Il suffit
alors de connaitre la relation donnant les amplitudes complexes en fonction
de la pulsation .

B.3. Ondes stationnaires

B.3.1. Méthode de séparation des variables

Les ondes stationnaires sont des solutoens de I'équation de 4" Alembert obtenues
par la méthode de séparation des variables, Celle-ci consiste a chercher
des solutions sous la forme ;

gix,r) = Xix)T(e)-

O a alors, en dérivant deux fois par rapport a4 chague variable :

;}:w_ JE—— r-jl:_[l_l_ e
> =XxT"ry a ™ = X"(x)T(1) .

L'éguation de d"Alembert peut done s™écrre ©

T(X(x) = S T(OX (x) =0

S04L, en supposant que les foncuens T et X ne sont pas identiquement nulles :

T X'
Tier ~ X(x)

Cette egaliné érant vraie pour toules valeurs de x et de g, les deux membres de
I'égalite sont égaux 4 une constante reelle @', Deux cas se présentent alors.

- 51 0> 0, on peut écrire ;& = &, La fonction X est alors de la forme ;
Xix)= A + Be™.

Cette solution présente peu d'intérér physique en raison de la présence d'un
terme divergent (¢ et d'un terme associé & un régime transitoire (@) :
nous la rejetons done.

5i o< 0, on peut écrire : & = -&%, La fonction X est alors de la forme ;

Rixy=X_ocos{kx+d, ).

De méme : T(g) =T _ cos (o + @), avec @ = ke

non dispersdts



Finalement, la solution physiquement acceptable s"écrit :
iz )=y _ cos(wr+, joos(ks +4,) -

Une onde stationnaire plane harmonigue est une solution de 'éguation
de d’Alembert obtenue par la méthode de séparation des variables :

yix,r)=y_ cos(wt+q,)cos(kx+4,).

B.3.2. Propriétés des ondes stationnaires

_'I-P"rII|I | ISR

Fig. 5 - Onde stationnaire & différants instants,

La solution déterminée au paragraphe précédent est appelée onde stationnaire
en raison de I'absence de propagation qui la caractérise. Pour une abscisse x
fixée, I'onde «oscille sur places en foncuon du temps. La figure 5 représente
une telle solution a différents instants.

— Les positions dont I'abscisse vérifie kx+9, =% (mod ©t), appelées noeuds,
sont immobiles. Deux neuds consécutifs sont séparés d'une distance égalea A./2"7,

15, Par définitian de la longueur - Les positions dont I'abscisse vérifie kx + ¢, =0 (mod &), appelées ventres,
d'ande, on a la correspondance . -
h e Bm correspondent aux extrema de y. Deux ventres consécutifs sont séparés d'une

distance égale & A/ 2. Un ventre et un neeud consécutifs sont distants de L/ 4.

B.3.3. Relation entre ondes progressives et stationnaires

Nous avons établl précedemment la forme genérale des solutions de "éguanton
de d'Alembert en termes d’ondes progressives, Comment des ondes station-
naires peuvent-e¢lles constituer des solutions de cette équation alors qu'elles
ne correspondent pas & une propagation? La réponse est contenue dans la for-
mule de linéarisation d’un produit de cosinus'’, qui permet de passer d'une

16. On rappaiie que : onde stationnaire plane harmonique 4 une OPPH.

GOS pLasg = = Une onde stationnaire plane harmonique 5’écrit ainsi comme la somme de

1 deux OPPH de méme amplitude :
5(Eﬂ5{p+ti|}+ﬂﬂﬂ{p—ti|}}-

g, coslor + g Joos(lx + &, )

=1 Yo conton =k +0, 00+ L conton 9, 4,

W




17. Le qualificatif « adaptée &
signifie que bes condtions initiales
et aux limites g'intégrent plus
raturellement dans une deriure
gue dans 'autra.

Fig. & - Corde vibrante fixée & ses
deus extrémités.

18. Ces dews poirs restent en effet
towjours immabiles,

- De méme, une OPPH s"écrit comme la somme de deux ondes stationnaires
planes harmoniques en quadrature de phase :
y_ cos(or— kx +§)

¥ g (.10 = W cos{00f + &) cos{ kx) +l.|1_ms.[mr +¢—%Jm[.&x—§]-

Toute onde stationnaire plane harmonigue peut s'écrire comme la somme |
de deux OPPH et réciproquement. |

La famille de solutions i adopter dépend de la narure du probléme. En général,
lorsque celui-ci décrit I'évolution d"un phénomeéne physique dans un espace
non limité (chaine infinie d"oscillateurs, corde infinie, propagation libre du son
ou d'une onde électromagnétigue), la solution en termes d’ondes progressives
est préferable. Quand des limitations spatiales @ la propagation de 'onde existent
(corde attachée & au moins ["une de ses extrémités, chaine finie d"oscillateurs,
propagation du son avec réflexions, guides d'ondes en électromagnétisme), la
solution en termes d’ondes stationnaires est mieux adaptée’”.

C. Applications aux cordes

(C.1. Corde vibrante fixée a ses extrémités
C.1.1. Conditions aux limites et conditions initiales

s On s'intéresse aux oscillations transversales d"une corde de longueur L fixée
i ses deux extrémités (fg.6). Ainsi, & tout instant r, la soluton y (x, 1) vérifie,

lenx=0etx =L, les deux conditions aux limites suivantes ;

ywid,e)=0 et WwL,r)=0.

# Par ailleurs, il faut connaitre les conditions initiales sur I’état de la corde
& l'insrant ¢ = 0 pour résoudre le probléme :

- position initiale de chaque point de la corde : W (%00 = wix) ;
- vitesse initale de chagque point de la corde : %(I,Dj =eex) .

Lz donnée des conditions aux limites ¢t des conditions initiales du
probléme assure I"unicité de la solution de I"dquation de d"Alembert.

C.1.2. Modes propres

En I'absence de frottements et d’actions extérieures, la corde effectue des
oscillations libres caractérisées par I'équation de d’Alembert. Les conditions
aux limites expriment que les points x = 0 et x = L sont des neuds d'oscil-
lation de la corde'". Les ondes stationnaires sont donc micux adaptées pour
exprimer la solution de I"équation de d"Alembert. On cherche donc celle-ci
sous la forme :

Wix.t) = Acos(er+ @, )cos(he +6,), avec ke=w.

" Chapitre 1 : Phénomanes de propagation non dispersifs




Les conditons aux limites imposent, 4 tout instant f ;

yidye)=0 = cos(g, =0 = ¢ﬁ=% (mod m)

yiL,np=0 = cos(kL+¢ )=0 = kL=nrn (nenter)-

Le module k du vecteur d'onde ne peut done prendre que des valeurs discrétes :

———

ik_ =n% s @VeC m entier.

On dit que & est quantifié. La quantification de k entraine celle de o :
| S
e
@, =ke=nt

et celle de la longueur d'onde A : &= in 2L , mise sous la forme'” :
"
18 D'aprés cetie relation, pour —ﬂl.-
o ik, le nombre de meuds de L=n—&|.
wibration est done égal & n + 1. B

Pour une corde vibrante fixée 4 ses extrémités, I"équation de d"Alembert
complétée par les conditions aux limites W (0, 1) = 0 et y (L, 1) = 0 admet
une infinité de solutions appelées modes propres de la corde (fiz.7) :

v (x0=A, cnaiEEE.H p_}ﬁhi[“—:x] (e N').

De méme, les pulsations m_sont appelées les pulsations propres de la corde.

M o e
] 2 ] L]

Fig. 7 - Modes propres (n=1, 2, 3, 4) & différents instants.
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C.1.3. Solution compléte

Les modes propres constituent une famille de solutions de I'équation de
d’Alembert. En vertu du principe de superposition, toute combinaison linéaire
des modes propres est encore une solution de I"égquation. En régime permanent,
I'analyse de Fourier montre gqu'il s"agit alors de la solution la plus générale.
Ainsl, toute solution peut s"écrire”"

vt =Y v, (x0

La solution compléte, superposition d'une infinité de modes propres, contient
également une infinité d'inconnues A_ et . Ce sont les conditions initiales
qui permettent de déterminer de maniére unique ces inconnues. Ainsi, on a’' :

Wix,0) = u(x)

= ux)= i&, cos(@, ]-s'm[%x]

dy — M . mE:

—(x,0}= = =—3% —A_sin gin| —ux |.

= (x0)=ux) = ox) E; A, sin(o,) (L }
Ces deux expressions sont en fait les décompositions en séries de Fourier
des fonctions « et v. En notant u_ et v, les coefficients de Fourter dew et v
donnés par :

wlx) =inr m[%x]

et wxl= iﬂ_ﬁn[ﬂx] .
=i ] L

on déduit les coefficients A et @ grice aux relations :

RcC

A cos(Q )=u_ et —Th_iin{qi_h v .

Dans le cas étudié, les oscillations de la corde ne sont pas entretenues - on dit
que la corde oscille librement. Dans la réalité, les oscillations libres sont
difficiles 4 observer en raison des frottements qui font décroitre I"amplitude
jusqu'a ce que la corde soit & nouveau au repos.

Remargque
L’analvse de Fourier montre que toute fonction périodique admet une
décomposition en sére de Fourier. Ainsi, pour une fonction f de période 2L,

On peut &crire :
—a,+¥ nE 1, sin| "2 || »
fix)= "+§[a, ms[L x]—r&_ﬂn[ 3 :s:jl

ou les coefficients de Fourier sont donnés par (n e ") :
a, =% [ I{xlm[%x]dx e b =% j:"f{x:lsin(%x de-

Le coefficient a, 'interpréte comme la valeur moyenne de la fonction f sur
I"intervalle [0, 2L]. Si f est une fonction paire, tous les coefficients &, sont nuls.
5i f est une fonction impaire, tous les coefficients a_ sont nuls.

' Chapitre 1 : Fhinoménes de propagation non dispersifs
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Fig. § - Corde de Malde.

Dans la situation gui nowus intéresse, les foncnons i et o, définies sur 'intervalle
[, L], peuvent étre prolongées sur I'intervalle [-L., 1] en des fonctions periodigques
impaires, de sorte que leur décomposition en série de Fourter s'écrit ;

o= . I ™ - I HIT
“':x}_g-".-"m[-f""] ct 11::.1'):;1"51:1[?;']:

2 1L =
"

dx -

u = %J‘"[ W) ﬁiﬂ{% x]dx et o o= %J: o x) Sin[% X

A . Ll

C.2. Corde de Melde

C.2.1. Conditions aux limites et conditions initiales

Lexpérience de la corde de Melde consiste & émudier les oscillations d*une corde
dont I'une des extrémités (x = 0) est soumise 4 un déplacement rransversal
harmonique de la forme a sin(od), "autre extremité (x = L) &ant fixe (hz 5],
Les conditions aux imites sont par conséquent, 4 chague instant 1 :

Y1) = a anfos) et Wwil.,ri=0.

Comme pour la corde vibrante fixée 4 ses extrémités, on note les conditions
initiales ;
Wz, 0) = uix) et hy (e 0)=w{x),

ax

ou les fonctions u et v définissent respectivement la position et la vitesse
initiales de chaque point de la corde.

C.2.1. Solution compléte

Contrairement au cas précédent ol les oscillations éraient libres, la corde est
a présent forcée d'oscller 4 M'une de ses extrémités : on dit qu'elle est en régime
forcé. Cette situation ne différe cependant de la précédente que par la condition
& la limite en x =0. La solution générale de I"éguation d'ondes se décompose
en deux termes :

Wiz rd=y (x5 (x,0)s

ol le terme y, est assocké au régime libre de la corde et le terme y, aw régime force,
Si l'on tient compte de la présence de frottements, la contribution de @, va
décroitre de maniére exponentielle au cours du temps. Aprds une durée de
["ordre de quelgues fois le temps caractéristique T associé d la corde (gui dépend
des proprietés mécaniques de celle-ci), on aura = 0 et la solution générale
pourra etre assimilée a la solution de régime foreé w = y,. Dans la suite,
on considérera unigquement le régime permanent,

Les extrémités de la corde étant contramtes, une solution en ondes stationnaires
est mieux adaptée qu'une solution en ondes progressives. Ainsi, on cherche
une solution sous la forme ;

Wix, 1) = Acos(im+, Jcos(kx +§, ), avec ke =,

Les conditions aux limites, valables & tout instant ¢, imposent ;

ywilry=asn(or) = Acos{od+q, joos(d, )= asin(or)
ywil.tj=0 = Acos{or + i, joos{EL +¢, =10

e - . _— ]1_:' .
Cinars



22 Le choax Suivant est également
possibéa ;

9, = E » Acosg, =-8

n
o Koy, =

Il i s Mlfbs Expressiong
finales.
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d’ou Pon déedwir- :
¢¢=—%; Acosd, =a et kL+¢b,,=% .

L'onde stationnaire solution s"écrit finalement sous la forme (fig- 93 :

y(x,8) = sin k(L - x) |sin{wr).

sin (kL)

i |
sin(kL) a

L]
o n[
sin{ kL)
L]

..........

Fig. 9 - Corde de Melde, Ondie stationnaire pour o gueleangue,

(C.2.3. Résonances

D'aprés I'expression précédente, I'amplitude des oscillations de la corde devient
mfimie 51 kL = nn, ¢’est-a-dire si la pulsation o de excitation coincide avec la
pulsation propre @, = n% de la corde ; on dit que la corde enire en résonance.

Dans la realité, 'amplitude des oscillations n'est pas infinie, car I'apparition
de non linéarités et la raideur de la corde, non prise en compte dans notre
modéle, limitent le phénoméne.
a . . e
Comme [————| = a, on peul remarquer qu’a la résonance, la position x =0
sin( kL)

o est placé I"excitateur se comporte pratiquement comme un nceud d’oscil-
lations. La corde présente alors, en fonction de la pulsation propre, les allures
suivantes i différents instanes {fig. 10 :

W= iy @ = 0y

(1™ résonance) (2% résonance)

@ = @y
{4* résonance)

Fig. 10 - Corde de Melde. Résonances (n=1, 2, 3, 4) & différents instants.

Ajoutons pour conclure que lorsque 'amplitude des oscillations devient trop
importante, ¢'est le modéle lui-méme qui doit étre remis en cause. L'équation
de d’Alembert ne décrit les déplacement transversaux de la corde que si ces
derniers sont de faible amplitude !




L'essentiel

o Equation de d'Alembert

* L'évolution de la perturbation dans une chaine unidimensionnelle infinie d'os-
cillateurs linéaires, ou 'évolution des perits mouvements transversaux d'une
corde sans raideur, sont caractérisées par I'équation de d*Alembert :

dFy sy
w
Certte équation décrit le phénoméne de propagation d'une onde dans un milicu
continu. ¢ est |a vitesse de propagation de 'onde et s'exprime en m-s°.
* Principe de superposition : la lincarité¢ de I'équation de d'Alembert entraine
gue toute combinaison linéaire de solutions de ["éguation est encore une solution.
* Principe d'unicité : la donnée des conditions aux limites et des conditions
initiales du probléme assure 'unicite de la solution de I'equation de d"Alembert.
* La foncuon wix,r)= f(x-cr), solution de 'équation de d’Alembert, décrit
une onde progressive se propageant dans le sens de x croizsant 4 la

ViLEsse ¢
A
Pixa, 1) B

. U , axe Ox
B i ; corde i l'instant 1
} o B

o /P( WPixg, ¢ + &) = Wixa, 1) = Wixg - cbe, )
A

i - _ U axe Ox

' ixg—xp = obe corde @ l'instant ¢ + 8¢

De méme, la fonction Wix, 1) = glx + ¢t} , solution de Péquation de d’Alembert,

décrit une onde progressive se propageant dans le sens de x décrolssant
a4 la vitesse ¢ (ou onde régressive).

* La solution générale de I'équation de d’Alembert est la superposition de
deux ondes progressives s¢ propageant en sens opposé a la méme vitesse ¢ :

Wixt)= flx—cr)+ glx+ct)-
* Dans 'espace a trois dimensions, une solution de 'équation de d"Alembert
de la forme :

WM, )= f(ii-OM - ct)+ glii-OM + ct)
d&rhmmﬁphntumﬁmtmmdiﬁcﬂmduwﬂmdiut*
teur unitaire @ . L'onde f(ii OM—er) se propage dans le sens de w , 'onde
g(ii-OM +¢r) dans le sens opposé 4 i .

DY Wdhades’




¢ Ondes progressives planes harmoniques
* Une onde progressive plane harmonique (ou OPPH) se propageant dans le sens de x croissant
a la forme :
y_ amplitude (dimension de )
Wx, D=y m[m—h+¢}l w pulsation (rad-s')
k module du vecreur d'onde (rad-m')
& phase a 'origine (rad)

"N FVER, I T RS,
périodicité temporelie peériodicité spatiale
(x fixe) (¢ fixé)

Une OPPH présentent une double périodicité, spatale et temporelle. La longueur d’onde 4
{en m) ct la période T (en s) vérifient les relations :

in in
=— gt =—.
. k x i3]

* En représentation complexe, on écrit :
Wix, ) = y "=,
L’'onde réelle correspond alors 4 la partie réelle de sa représentation complexe
Wix,t)= F.:[&'I[x,r]] i

* D'aprés "analyse de Fourier, toute solution générale de I’équation de d"Alembert peut 8" écrire
comme la combinaison linéaire d’une infinité d"OPPH (famille de solutions génératrices).

v Ondes stationnaires

* Une onde stationnaire plane harmonique est une solution de I'éguation de d’Alembert obte-
nue par la méthode de séparation des variables et caractérisée par une absence de propagation :

Yix, £) =y _ cos{id+ ¢ Jeos(lx+§ ).

Chapitre 1: Phénoménes de propegation non dispersils L ODYT |-_!h;r"-;_: material



* Toute onde stationnaire plane harmonigue peut s'écrire comme la somme de deux OPPH et
réciprogquement. En conséquence, toute solution générale de I'équation de d’Alembert peut
s"écrire comme la combinaison linéaire d"une infinité d"ondes stationnaires (famille de solutions
génératrices).

 Applications aux cordes
Pour une corde vibrante fixée i ses extrémités, 'équation de d"Alembert complétée par les condi-
tions aux limites w(0,t)=0 et w(L,r)=0 admer une infinité de solutions appelées modes
propres

v (x0)=A ml%ﬂﬂ_ in[%x] (me M)

Mise en ceuvre

Comment établir I’équation d’onde caractérisant la propagation
d’une perturbation dans un milien matériel ?

=+ Savoir faire

© Identifier la grandeur physique ¥ qui caractérise la propagation de I'ende. i

@ Si le milieu est continu et unidimensionnel, raisonner sur une tranche élémentaire d'épais-
seur dx.

@ Appliquer I'un des théorémes fondamentaux de la dynamique (théoréme de la resultante
dynamique ou théoréme du moment dynamique).

@ Dans les calculs, ne conserver que les termes dordre 1 en dx, et si I'énonce I'y autorise,
en 't.

L-----------q—-_ ———————————— ﬂ‘h’ﬂ----------J

--—--'ﬁ-ﬂ

=+ Application

On considére un solide homogéne cvlindrique, d'axe Ox, de section § constante. Une onde élas-
tigue se propage longitudinalement dans le solide. Elle engendre un déplacement ¥{x, 1} d'une sec-
ton située 4 abscisse x a "équilibre. Pour des déplacements de faible amplitude, la force exercee
par la partie du solide située a droite de |"abscisse x sur la partie située & gauche est donnée par la
loi de Hooke :

B (o0 =ESS (v i,
dx x
ol E est une constante positive qui ne dépend que du matériau, appelée module d"Young.
Etablir éguation d’onde vérifiée par .
Solution

@ La grandeur qui caractérise la propagation de I'onde est le déplacement ¥ d'une section du
cylindre.
& On considére une tranche d'épaisseur dx a I'équilibre, située entre les abscisses x et x + dx.

s T

HI T Methoidss'




tranche de solide tranche de solide
4 équilibre £n mouvement

¥ x+dx ¥ (¥, 0) W (x +dx, 1)
® x+dx
* Mis¢ en mouvement, cette tranche se déplace et son ¢paisseur varie. Cetie derniére vaut a pré-

SEnl 2
dx + W{x + dx, ) - ¥(x, ), soit & I"ordre 1 en dx : dx [1+%;F-_]_

En désignant par S la section du cylindre, la masse élémentaire de certe rranche est donc @

dm = pSdx [1+%},

* La position du centre de masse G de cette rranche est donnée par ;
0G = 0G, + GG

G, étant la position du centre de masse 3 1"équilibre.

Ona:

G,G =
2 2

o I"on fait apparaitre une différence de deux termes, chacun exprimant ["abscisse du milieu de la
tranche. Ainsi :

[: +Wix.ti+x+des Pix+ dx,r}_ x+x +d.1-:|ﬂ

S

G,G = = [W(x.0)+Wx+dx,0 i,

Bl | —

Al’nrdrelmd.t,i]res:e:

1 J¥ 4
GG = |:‘I‘{:,:}+E¥{x,:}d.t]tt’.

'tj' Le miligy est la position du cenire de masse pour un matdriaw homogéne,

& Le théoréme de la résultante dvnamique s écrit :
dm d(G)=dF

o d F_ est la somme des forces extérieures qui s"exercent sur la tranche de masse dm, de centre
de masse G, d"accelération 4 (G). Ona:

> 0G #*
ai@)= ?, soit : & (G) = —;‘:EE
¥ ¥
ou encore : & (G} = [%—:—'I-%;J; dx}t‘-',

On a également :

- . " o a¥
dF = F(x+dy, - By, n=Es| 2o B =—(x,0) 5.
L (x+de, - Flx,n Eﬂ[ax{::ﬂh ) B:rEI r}l]u'
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A l'ordre 1 en dx, on obtient : P
- = ES F{I,f}ﬂiﬂ'ﬁ] .

aprllow 1y | _ [
Fslil.‘-[l+¥}[ > +Eﬁd{|_ ES( e Jd&'ﬁ.

A l'ordre 1 en dx, mais également en ¥ (puisque les déplacements sont petits), il reste :

dF
Ainsi, on peut écrire :

P
=pgZ =
A3 dr* dx’
qui s¢ met sous la forme :
a'¥ o'y
7 ‘et
avec la vitesse de propagation ¢ donnée par :
r—— i I
E
e=_|—,
P ‘

Methode n°2

Comment déterminer la solution d’une équation d’onde ?
-+ Savoir faire

e

© Ecrire la forme geneérale des solutions. Pour limiter les calculs -
- i I'onde émdiée se propage dans un milieu limité spatialement, I’écriture en termes
d’ondes statonnaires est préférable ;
— 51 I'onde émdiée se propage dans un milieu illimité spatialement, I’écriture cn termes
d’ondes progressives est préferable puisqu'il n'y a, en géneéral, pas d'ondes régressives.

@ En injectant cette solution dans 'equation d’onde, obtenir une relation entre la pulsation
et le vecteur d'onde k. Réécrire la zolution en conséquence.

& Exploiter les conditions aux limites pour déterminer les pulsations propres éventuelles er
réduire le nombre d'inconnues.

© En déduire I"expression générale de la solution.

L-*_“ﬂ---ﬂﬂ-_--_-_l-ﬂ_‘--_-“----ﬂ---------d

-‘--‘--hﬂ-ﬂ

=+ Application

On considére une onde qui se propage dans un milieu limite, de longueur L, suivant I'axe Ox, Le
phénomene ondulatoire est caractérisé par la grandeur dynamique ¥{x, ) qui vérifie I'"équation
d’onde :

On suppose en outre que des conditions aux limites sont imposces :
Yix=0,0=0et Pix=L.0=0

1} Chercher la solution générale sous la forme d’une onde progreszive,

2) Méme question sous la forme d'une onde stationnaire.

3) Conclure.




Solution
1) @ On recherche des solutions sous la forme :

Yix,0) = A cos{oe - k-7 +8),
avec F=rii,, k=k il ,etw>0.

& On calcule :
X
Y ciwer 2L ww
ot e’

L’éguation d’onde donne alors : (— w® + Fe)¥ = 0.
En recherchant une solution ¥ non identiguement nulle, on doit avoir :
2
K= [E] ,soit:k, = = ouk =— =,
c e e

11 existe done deux solutions 4 I'équation. Certe derniére étant linéaire, la solution générale est une
combinaison linéaire de ces deux solutions :

Wix, ) =¥ (x,0) + ¥ (x, 1)
avec: | W (x,0) = A coswor- ?.\'+ 8,)
W (x,1) = A cos(or + %:1'5)
€ Les conditions aux limites imposent qu'a tout instant ¢, on ait :
YO0.0+%¥0,0=0 A, cos(tw +5)+A cos{emw+8)=0

SO0t i i
Y(.)+¥(Lo=0 A, cos(ur - ?L+ 8,) + A cos(un + ?L-I-E-_} =0

Posons e, = ox + &, et £ =¥ + & . Alors :
l A cose, +A cose =0
A, ooate, ~ By i te + Doy =
¢ e

La deuxiéme relation combinée a la premiére peut se simplifier pour donner le systéme suivant :

A, cose, +A cose =0

(A, sin E,—h_s.mﬁ_}sm{':—] =0
Pour que ce systéme admette une solution autre que la solution nulle (A, = A = 0), on doit imposer :

ine "“{WTL] -m:_m[%]ﬂ
s0it, aprés calculs : sin{z‘+s_}s.h1[%]=n

c’est-a-dire : sin(2oe + 6, +8 ) sin [%] =0,
Cette relation devant érre vérifiée a tout instant, elle entraine :

sin [%] =0, 50it 1 @_ = % (n entier).

Il reste une condition a expliciter : A cose, + A cosg =0

soit: A, cos{oe+8) 4+ A cos(w+8)=0

41
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qui donne, & tout instant : (A, cos &8, + A cos &) cos (ow) — (A_sind, + A sin &) sin (wr) = 0,

D’'ot le nouveau systéme ¢
A cosh +A cosh =0

A sind, +A sind =0.
La encore, pour éviter la solution nulle, on doit imposer :

cosd_ cosd_
sind_ sind
condition qui s'écrit : sin(d, -8)1 =0,
Do b, =6 ampres. Enposant 6 = &, = &, il vient alors :
A ==A_

-

4\ Dn peut prendre & =& sans que cela change le résuhat final ; ce qui est hewreux, d'un point de vae physigue
Prandra & = & 4 mravient & changar le signe relatif de A et A, sangs maodifier globalement Faxpression
de 'V

@ D'ou la solution ¥, associée a une valeur de n, que I'on nomme mode propre :

¥ (x,0)=A_|cos "Tm[x— ﬂ}—ﬁ_]—m[—;‘;‘ﬁ{x+ ct)+ B, ]J

La solution générale de I"équation d"onde est alors :

W (x,0)= W (x,0)

|
A La somme porte uniquemant sur-les valewrs oz 1 pussqua ¥ =% 8t ¥, =10, Seules fes solutions Bnéairement
indépandantes doivent &tre prisas an considératian

2) © On recherche a présent la solution sous la forme ;

Wix, 1) = B cos(we + ) cos( k-7 + @),
@ On a encore :

o, ¥ e . wY
$=-W et 3t = - k™Y, qlﬂﬂ'ﬂpﬂ&t:k== [:] =
Dot ;: Wix, 1) = cosue + @) [H+¢nﬂ{%x+¢} +B_1:ns{%x—¢r:|].
@ Les conditions aux limites imposent @ présent :
(B, +B)costp=0
B, cos( 25+ 6) + B cos( = -4 =0
En développant la deuxiéme relation, on a :
.:BgB_}::.:a[E‘.]m¢-{ﬂ+—ﬂ_jsm[ﬁ]ﬂn¢=u.
. €

Le systéme précédent est donc équivalent au systéme suivant ;
[ (B, +B)cos=0

mf—B_}nin#sin[&]=ﬂ
4




Plusieurs possibilités sont alors envisageables,

~Sisiné=0,alors B = - B,. On obtient dans ce cas ¥'(x, 1) = 0, 4 tout instant.
Cherchant une solution non nulle, on rejette certe possibilité,

-8B =B, alors cos ¢ = 0. On obtient de nouveau ¥(x, 1) = 0, possibilite exclue.

C
qui 8 6T ;

- 5i s-"m[E] =0 avecsind 20, alors cos @2 0 et B =~ B,. On obtient une solution non nulle

Wix, 1) = B, cos(wr + @) [m[%;wq]-:m[%x-ﬁ]].

La condition sin [&} = [ impose la quantufication de w :
€

o = , AVEC # cntier.

ik
Finalement, on trouve :

W (x. ) = 2B sin cos [%ﬂ:+ q}_] Hn[%}

puis : i = |
RN Ellr_cx,:} :

3) 11 est intéressant de revenir sur 1'écriture d'un mode propre ¥, de vibration :

-~ dans la question 1, on & ¢
Y D0 =A [m[%(p—n}—ﬁ_ ]—ma[%{x+u}+5{”

-(%)

- dans la question 2, on a :

¥ @(x, 1) =2B sing, m[%:—uq}_

En développant ¥ ', on obtient :

W (U(x, 1) = 2A sin [%nwxﬁ_] iin[#?-], gue 'on peut écrire

nm K HILX
(H) = o == lginl —
¥ x, ) Eﬁ,mﬂ[ 3 cr+a 2]am[ N ]
On constate que ¥ " et ¥ ¥ sont identiques pourva gue :

X

e

Ces fonctions représentent la méme solution physique. Leur écriture initiale nous permet d'en don-
ner des interprétations différentes.

¥ ' est la somme d’une onde progressive ¥, dans le sens des x croissants et d'une onde progres-
sive ¥ dans le sens des x décroissants (onde régressive).

Physiguement, tout se passe comme si une onde progressive qui prend naissance en x = 0 se réflé-
chit en x = L. Il resulte, en tout point du milieu, une onde résultante somme de 'onde incidente et
de I'onde réfléchie.

Cette superposition donne naissance 4 une onde stationnaire, ce qu'exprime ¥ ',

Cet exemple gue nous avons traité de fagon compléte montre I'équivalence entre les deux approches :
ondes progressives ou ondes stationnaires.

A=Bsing e ¢ =3§-

Chapitre 1 : PFrénoménes da propagation nan dispersifs



erczces

Niveau 1

Ex.1 Oscillations d’'une chaine de masses
Une chaine de masses comporte N masses identiques
régulicrement réparties sur un fil sans raideur de masse
négligeable; fxé i ses extrémings,

La masse totale ot la longueur totale de la chaine sone
fimées. Lo distance qui sépare chague masse est a, leur
masse est m. La tension du Al 25t supposée constante
et m:un'::Tu-ﬂ I"équilibre, e fil ear horizontal, confondu
avec un axe Ox, Les masses peuvent osciller transver-
salement, sans frottements. On suppose ces déplace-

ments trés faibles devant a et on néglige I'influence de
la pesanteur.

13 On nove ¥ {1} le déplacement vertical de la masse n
a I'instant r. Etablir I"équation différentielle vérifiée par
=

T,
On posera o, =, /—.

AR
2) On crudie wne premiere sineation pour laguelle W = 2.
a) On adopte une représentation complexe et on
recherche ¥ sous la forme 'i"_fr]-n A '™ avecnw]
ou 2. Montrer quun tel choix n'est possible que sila
pulsation o prend deusx valeurs particuliéres m, et m,.
b) En déduire les relations entre les amplitudes com-
plexes A, et A sclon que w=wm, ou W= w,

¢} Les deux solutions obtenues pour o= @, 0w = o3,
constituent les modes propres du systéme. o, et o,
sont les pulsatinons propres du systéme. Représenter
simplement I"allure de la chaine lorsqu®elle oscille dans
chacun de ces modes propres.

dy Quelle est "expression géndrale de la solution

¥ (x.0) ?

3) L'exteéminé gauche du fil esn soumise i une excita-
tion périodique de la forme W, (r) = A cos{wor).
L'extrémiré droite du fil reste immobile : W (1) = 0.
a) Déterminer le mouvement des deux masses,

b) Expliquer le comportement du systeme lorsque
rend vers "une des pulsations propres.

4) Comment se généralisent les résultats précedents
lorsque MW rend vers l'infini ? Commenter,

Ex.2 Corde pincée

Une corde sans raideur de longuewr L, de masse
lindigue et de tension T, est fixée & ses extrémités,
On désigne par “H'{x,e) le déplacement ransversal d'un
Elément de corde situé & I'abscisse x a 'instant ¢, A
I'instamt inidal, ceme corde eat pincée et adope la forme
donnée par la courbe suivante ;

On note w{x) "équation de cemte courbe. La corde est
lichée sans viresse initiale. Dérerminer I'expression
generale de Wix,rl.

Niveau 2

Ex.3 Oscillations d'un ressort

Chn considére un ressort horizonal & spires non join-
tives de longueur a vide L, de raideur & et de masse
limsdicue pa.

1} On découpe par la pensée ce ressort en N ranches
identiques de longueur £ de sorte que L = Ne.

Montrer que chagque tranche s¢ comporte comme un
&L

ressort de raideur & = =+ ;

2} Le ressort est & présent fixé en O § son extrémite
gauche et il est mobile & son extrémité droite, On nepére
la position au repos d'une spire par son abscisse x sur
I"axe horizontal, Lorsgue be ressort se déforme, la posi-
tion de la spire a IPinstant ¢ devient = + "¥{x0). On admet
que les déformations du ressort restent suffisamment
faibles pour ne pas endommager ce dernier (domaine
de déformation élastique), En décomposant le ressort
comme dans la guestion précédente, monimrer gu'une
tranche d’épaisseur g, située en x au repos, €5t $0uU-
mise, de In part de ses proches voisines, a une force
Flx,t) de la forme :

. |2
Fle,)= E“Li, ﬁ [.'!.‘.,i'}
3) En déduire que ¥ vérific I'equation de d"Alembert.

Donner 'expression de la vitesse de propagation,

Exdrcices




4) Une masse m est 4 présent acerocheée a Pextrémité
libre du ressort et peut glisser sans fromement sur un
support horizontal.

a) On cherche une solution sous la forme :

Yot = X{x) cos (o),
Exprimer les conditions aux limites du probleme et en
déduire que o ne peut prendre que des valeurs dis-
Crétes,
) Par une analyse graphique, déterminer les valeurs
approchées des pulsations propres identifiées,
e} Pour m fixée, quel est le comportement du systéme
TR

Ex. 4 Ligne électrique sans perte

Une ligne électrique est un ensemble de deux conduc-
teurs séparés par un isolant, portés i des potentiels dif-
férents et parcourus par des courants de sens opposeés,
Sa longueur est en genéral telle que " ARQP n'est plus
valable sur la ligne dans sa globalité, La propagation
des ondes électromagnériques dans la ligne doir éwre
prise en compte, Toutefois, FARQP peut encore étre
appliquée sur des éléments de ligne de longueur dx
petits devant les longueurs d'onde électromagnetigques.
La modélisation d"ene ligne fai intervenir plusieurs
caractéristiques. En raison de existence de courants
de sens opposés, des champs magnérigues se propa-
gent dans la ligne. Des effets inductifs sont done &
prendre en compte, Liexistence de différences de poten-
ticl est & "ongine de champs electriques. Des effets
capacitils doivent egalement ére pris en compte. Enfin,
les fils conductewrs et Misolant non parfait sont & 1"ori=
gine de pertes traduites en termes de résisrance.
Ramenée 4 'unité de longueur dx, la ligne slectrique
est ainsi modélisee de la fagon suivante.

Al Adx r(x+dx, 1 i
i f ¥

i i
e x +dx, 1)

=
o
H—'
—_
&
Il
1

x x +dx

Dans cet exercice, on envisage uniquement le cas d'une
ligne sans pertes. Seuls ses effets inductifs et capaci-
tifs sonr considénts.
: : : e o du o
Eiablir lations enire — | — o —, —.
1) Etablir les relat n " 3 = 3
2) Montrer que la tension o et le courant ¢ sont solu=
tioirs d'une équation de d”Alembert. Donner Mex-

pression de la vitesse de propagation de 'onde,

3) On definit Mimpédance de la higne em x par
pelx. 1)

Zixl= T et son impeédance caracténstique par
HEN:

-y
r
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a) Quelle est Pexpression £ de cette impédance pour
une onde progressive de la forme « (x,0) = flx—cr)
s¢ propageant dans la ligne ?

b) Quelle est celle Z pour une onde régressive de la
forme o (xJ)=gx+er)?

4) La higne est & présent fermée & Mune de ses exiré-
miés (x = a) par une impédance £

a) Montrer qu’en régime permanent, une onde refle-
chie apparait dans la ligne. Donner I"'expression de la
tension réfléchie u et du courant réfléchi i

b) Cuaelle est alors 'expression de 1a tension totale
et du courant total ¢ 7

€} En déduire Mimpédance de la ligne £{x).

d) Dans le cas particulier d’une tension incidente sinu-
soidale w (x,0)= u "™ " gvec k= % , déterminer
I"expression de 'impédance de la higne et etudier les
cas particuliers suivants @ ligne ouverte (£° infinie),
court-cireuit [Z' nulle],

Ex.5 Ondes de gravité

Une onde de gravité désigne les mouvements d'oscil-
lations d'un liguide; dans le champ de pesanteur,
contenu dans un bassin. Ces ondes s¢ manifestent par
des déformations de la surface libre qui se propagent.
Dans cet exercice; on se propose d'établir la propaga-
won de ces ondes dans un bassin a fond plan horzon-
tal xOwy de faible profondeur. Le fond du bassin est a
la cote = = 0 et la surface libre, au repos, 4 la cote 2= H.
Le Mluide, dont on néglige les effers de la viscosivé, est
suppose incompressible et en écoulement irrotation=
nel. Il est plongé dans le champ de pesanteur uniforme
B =—gi_ et la pression sur sa surface libre est égale 4
celle p, de Matmosphére. On note 9(x, ¥, 2,1) la vitesse
en un point {x,v2] du fluide a 'instant . La pression
&0 ce point est notée plx,wz.0) et la cote de la surface
libre h{x,v,r)=H+E(x,y,r).
On suppose que I'écoulement £st invariant par trans-
lation suivant Chy. Ainsi, on peut écrire :

Bx, ¥z, r} =0 (x,2, 008 + v, (x5, |::|ﬂI .
1) Montrer qu'en raison du caractére rretationnel de
I'écoulement, ¥ ne dépend pas de z.
2y En effectuant un bilan de mariére sur une colonne
verticale de fuide, de section droite dedy infinitesi-
male, montrer que 'on a ;

div[ (H+E)3 |+ 3—': =0.

1) Ecrire I'tquarion d"Euler et en déduire "expression
de la pression dans le fluide,
4} Les ondes de gravite que 'on considére sont sup-
posées de faible amplitude, Les perturbarions © e1 §
engendrées par leur passage sont faibles, En se limi-
tant au premier ordre en © et £, linéariser les équa-
tions précédentes.
5) En déduire que & et § vérifient une équation de
d’Alembert. Donner Mexpression de la vitesse de pro-
pagation des ondes de gravite,




Ex.& Oscillatons libres de la Terre

Lorsque 1a Terre est excitée par un séisme, clle osalle
librement selon certains modes propres. Ces modes
correspondent & 'existence d'ondes stationnaires de
deformation dans la Terre, Dans cet exercice, on n'en-
visage qu une deformation radiale dans une Terre
homogéne i symétrie sphénique : d=ulr)d .

Le champ des déformations dérive d'un potentiel &,

b= grad & , qui wérifie une équation de J"Alembert :

—— e — =1}

Fodrt ot
ol e=6km-s' , e rayon terrestre étant B = 6 400 lkam.
On montre gue, pour une onde sinusoldale, & est pro-

portionne 4 la surpression gue 1on prendra nulle 3 la
surface de la Terre.

1) Bvaluer, sans caleul, 'ordre de grandeur des fré-
quences propres de lalermre.

1) O recherche wne salution sous forme d'onde sta-
tonnmre s §lnn = RiriH i), ou K et H sont deus fonc-

STHEV ] pr&m'quulﬁ:nquux- Momnerer qu'u“ux soril solu-
tions d'équations différenticlles indépendantes, Les
resoudre et montrer que la selunon gencrale est de la
forme :

e, )= é-ﬁ.‘rsl:K.r}+ Eﬁj.t'il:l':.r} o (o = gl
r ¥

3} Quelle relation be o et K * Montrer gue les condi-
s aux Rmiees 'impmm-:nt une ql:antlﬁl;;liinn s |_'||._|| =
sations permises. Exprimer ces pulsations propres o,
en fonction d'un entier m ¢t du rayon B de laTerre

4) Déterminer Pexpression de la déformation u (rr)
du mode s, Proposer wne méthode graphigque pour
determunier les positions des noeuds de déformation
dans Ia Terre. Combien v en-g-t=i] pour le mode » #

5] En réaling, la symérrie sphérigque ext une hypothéze
corrects, maks la strocture radiale de laTerre n'est pas
du teint homaogene, Expliguer en qued bn mesure de la
fréquence propre de chague mode apporte des ren-

splgnements sur la structure de la’lerme a differentes
échelles de profondeur,

£y
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tzons des exercices

Exercices de niveau 1

Exercice 1

1) Considérons la masse n située a 'abscisse x = na.

. =1.]..rlr *]
a1
T T T

n-1}a rid (n+la

On applique la relation fondamentale de la dynamique 4 cette masse en oscillation verticale ;
m¥ i =T, +T,

ol 'Tfr et 'T" sont respectivement les tensions du fil 4 droite et & gauche de la masse. D'aprés

I'énoncé, on sait que : IFE'.:H = H'f‘tl =T,. Ainsi:

'i'n. +'_[" =T, [(cosa —cose i +(sinq -sinee )i ]
Sachant également que les déplacements ¥ restent faibles devant 4, on peut écrire :
cos@ —~cosa o= 0O
sing —-sino, = o -0
tan @ =0 et tano =0,

'r-;: Dire que les déplacements transversaux sont faibles devant & signifie que les angles o« sont petits.

En remarquant que :

wl'l_ll'l I|'i-'n_..l'l-l
mno, =—=—*" ¢ m@pe,  =—"1—5
a v
L LT,
il vient : mY ==  -2¥ +%¥ )
a&
S0 : P orwl (29 -¥,, -¥, =0

wf =+ Onretrouve dans cette équation ung caraciéristique de la propagation de proche en proche d’une déforma-
tion puisque le déplacement de la masse mdépend de ceux des masses {m— et in+ 1],

2) a) Avec N = 2, les conditions aux limites qui rraduisent que les extrémités de la corde sont
fixes imposent :
(=0 et YW, (=0 2 toutinstant.
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¥
Ela .
0 a \l//’jd x
¥z

Les équations différentielles vérifiées par ¥, et 'V, sont :

¥, + i (2%, -¥,)=0

P+l (29, -¥)=0
Ces équations sont linéaires, sans second membre. Elles sont en outre couplées : ¥, et ¥, appa-
raissent dans les deux équarions,

La linéarité nous autorise 4 adopter une représentation complexe et a rechercher des solutions sous
la forme :

b o

—_—

=A, e™,
Le systeme différentiel précédent devient alors :
(2w) -0’ A -] A, =0
—w, A+ 2w -w') A, =0

Ce systéme n'admet des solutions non triviales (c’est-a-dire non nulles) que si @ veérifie la condition
qui peut s"exprimer sous la forme suivante :

i H i

20, —w il

- 2 md - :_ﬂ
i W, —m

soit : Emg— mi=+ mg

él\ Mathematiqguement, cette condition revient & trouver les valeurs de o pour lesguelies les daux aguations du sys5-
tema ne sont pas inearament independanias.

Les seules solutions physiques (pour lesquelles @ > 0) de ces équations du second degré sont :
=, e w = 3o

b) Siw= . ({ = 1,2), en reprenant I'une des équations du systéme, on obtient la relation :
(2] ~w)) A =w) A,

I"aurre équation n'apportant pas de nouvelle information. Dot :

~si o=@z, o (A=A,

—-si w=m, = V3w, ,alors (A =-A,

c) En notant A, = A ¢'%, on en déduit deux ensembles de solutions :

*Siw=w, ¥ =A™ a ¥ =A™,

Puis, en représentation réelle :

Wi =A cos(mz+q) et Wi =A cos{mz+ql

Les deux masses oscillent en phase, avec la méme amplitude,

Ewmeeditns




* Si = ml* .i'| = i‘hcﬂ:u:l = cl T2 = A]EHH:\I real .
Puis en représentation réelle :
Wi =A, cos({mg+q) et W) =-A cos{wt+ @)

Les deux masses oscillent en opposition de phase, avec la
méme amplitude.

d) Pour que la chaine oscille dans I'un des modes propres, il faut des conditons initales particu-
litres. Si ces conditions sont quelconques, I'oscillation de la chaine est une combinaison linéaire des
deux modes propres, La solution générale W s’écrit alors :

[ W, (0= A, cos(wf)+ A, cos(m.r)

|_ ¥, (1) = A, cos (w1 + A,, cos (w,0)

les coefficients AU érant donnés par les conditions initiales {positon initiale et vitesse initale de
chague masse),

"I;J-. Pour 5'en convaincre, on peut remarquar que si:
Tk, Y0l =tYy,

on peut toupours BErire

[ ¥,=5+A

| FamS-A
aver 5§ FTutWy Bt A= wTa La linéarité de la sohetion permet slors d"associer le mode propra o, 4 5, le mode
propre o, 4 A

3) a) Avec a présent ¥(f) = A cos (ar), le systéme différentiel devient :
Y+l (2% -, = wp A cos ()
‘-I;"I +w (2%, -%¥)=0

11 s*agit d'un systeme differentiel lineaire du second ordre, avec second membre. Sa solution géne-
rale est une combinaison linéaire de la solutuon du systéme homogéne (sans second membre) et
d’une solution particuliére. La premiére n'est autre que la combinaison des modes propres. La
seconde, ¢n raison de la linéarité du probléme, peut étre recherchée sous la forme EE_ = ILl',,”l;-"""', en
représentation complexe. Do :

2ol -0)) A, -0 A, =04,

-0l A+ 20l -0Y) A, =0

gui donne ;
A= 2—x

t {2 —:z}i—l
S
Y (2-x7) 1

]

]

A

]

. ] . e
ou x = — est la pulsation réduite.
@y

L]
-‘Q' Les calculs sont un peu fastdieux, mais ne présenent aucune difficulte. On remarque que A, et A sont réels,
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Le déplacement de chacune des deux masses peut ainsi s’écrire :

W) =A, cos{me)+ A, cos () + 3—1‘1 A, oos (tor)
(2-#7) -1

W.iel=A, cos(wg) + A, cos(w,r)+ ! : A, cos (wr)
2-x*) -1

b) Les expressions précédentes de A et A, montrent que les amplitudes divergent dés que :
(2= =1=0, soit: x=1 ou x=1.lr?_: OU ENCOTE, POUr =, ou o= M,

Ainsi, & la pulsaton excitatrice o prénd 'une des valeurs des modes propres, 'amplitude des oscil-
lations croit indéfiniment. Ce phénoméne est appelé résonance. Si théoriguemenit il conduit & des
oscillations d'amplitudes infinies, en pratique, I'existence inévitable de frottements et celle de phe-
nomeénes non linéaires limitent 'amplitude des oscillations. IIs n'interdisent pas cependant la pos-
sibilité aux amplitudes de prendre des valeurs telles que le systéme puisse étre endommagé. Dans
notre probléme, on peut tracer lallure de A et A en fonetion de x.

Ay ) : Ay [ 5
aﬁu_,/i ;‘ s k
3 YA Ao i ’

7 i

1
3
j x

iy Eneftet, des que Mamplitude dewvient « grande o, la theorie que nous avons developpas cesse d étre valabla puis-
= qualors ¥, n'est plus trés petit devant & Toutes les approximations faités en début d'exercices doivent étre aban-
données au profit d'une modélisation nan linéaire qui ne permet plus de trouver de solution anabytigue,

4) On suppose 4 présent que N — ==, La distance L restant fixe, la distance a = ﬁ enire les

masses devient de plus en plus petite. Cependant, le produit (N + 1) a tend vers L. Cest la limite
continue, Toutes les masses sont infinitésimalement proches les unes des autres. On peut rempla-
cer la chaine discréte par une chaine continue de masses, le déplacement de I’élément de longueur

a de chaine, de masse lindique p = % , érant noté ¥ix,n). Ainsi ¥ (1) =¥ (na, 1).

L'équation d'évolution de ‘¥ :

en utilisant le fait que :

Expicichs H



Enfin, en notant que : Iimﬂ=u_.,il1.'iem:
.

N
i 'y .
cacd o axt
équation de d’Alembert de la chaine continue (corde), la vitesse de propagation de 'onde étant
T,
e= —.
H
-t;;- iy ade plusen plus de masses sur la chaine, mais chagque masse est de plus en plus pefite, En revanche, le rap-
. (] m M+1M )
port — reste fim puisqua — = gui tond vers L quand N = =
& 8 N oL

Le passage a la limite continue entraine aussi une augmentation du nombre de modes propres qui
devient également infini [dénombrable).

-.t:r: C'est dans un t2l contexte gue Fanalyse de Fourier s introduit, Lexercice suvant én propose una illustration,

Exercice 2

« L’équation d’évolution de ¥ est I'éguation de d'Alembert ;
g -t Cahd =10 avec o= I
EI:’_ B dx’ ' N

-
‘.t;_' Cf. exercice 1 pour démonstration

Les conditions iniriales sont, en tout point
Wix0) = ulx) et [E;_"'] (%,0) = .
r

Les conditions aux limites sont, & tout instant :
Wil =0 et WL,OH=0.

* En raison de la nature des conditons aux limites er de la linéarité de I'équation, on peut recher-
cher des solutions sous la forme ;

¥ix,1) = Xix) cos (wz + @)

F )
-II): La corde étant attachée & ses extrémitds, la solution en termes d'ondes stationnaires est mieux adaptés que la
solution en termes d'ondes progressives

La fonction X vérifie alors |'éguation :
']
X(x) + = X(x) =0
e
dont la solution générale est de la forme :
Kix) =X _ cos(kx + Q)
avec k= = » module du vecteur d’onde. Ainsi :

[
Vix,t) = X cos(kx +¢) cos (@f + §).
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« Appliquons & présent les conditions aux limites :
P05 =0 — X cosdcos(wr+@)=0
Y(l,)=0 — X cos(kL +d¢) cos{wr+¢)=0
Do :
X cosg=0 et X cos(kL+¢)=0.
X ne pouvant pas étre nul,ona:
cosh=0 et cos(RAL+§)=0.

l': . On recherche une selution autre que la solution triviale,

La premiére condition impose ; -
9= 5 Tem (pedi)

et la seconde condition impose ¢ -

don le vecteur d'onde ;

k = — |, ol m=g-pest un nombre entier.

Le vecteur d"onde k& ne peut donc prendre que des valeurs multiples de E Dest gquantifié. Il en est
de méme de la pulsation o introduite a priori, puisque w = ke, Dol :

RAC

gLl
oL

Il en résulte une infinivé dénombrable de solutions indicées par 'entier ». Posons -

W (ke =A_sin(k x) cos (w ) | oh ne M.

-4+ Enraison de larelaton ¥ [(xf = - {x, les modes propres associés aux valeurs négatives de nne constituent
“® 0 pas des solutions indairement indépendantes des modes propres associés aux valeurs positives de o Cest pour-
quoi on ne retient que les valeurs de n positives.

Toutes ces solutions constituent des modes propres d'oscillations de la corde. La solution générale
'¥(x,1) peut s'exprimer comme une combinaison linéaire de ces modes propres. En effet, la linéarité
du probléme donne :

W(x,t) = ;Jﬁﬂﬁn[k_ x) cos{®, £+9,)

le dephasage @ _dépendant, a prrord, de n avec @, = @ En développant le cosinus, cette expression

s met sous la forme -

‘F{x,:}=i2}{' cosg, sin [k, x) cos(w )

n=i

clest=d=dire :

g

avec A = 2X cosg, . Ces derniers coefficients sont donnés par les conditions initiales non encore

exploitées,
Exprcicns “



= D’aprés les conditions initiales, on a donc :

Wix,0) = u(x) — ix! H-n[n:.x)= ulx)

A=l

(z_‘:‘](,,u)ﬂ —» égalité erivialement vérifide.

Il ne reste qu'a déterminer les coefficients X & partr de la premiére égalité. Ceci peur étre fait en

utilisant 'identité :
Jisin( 225 sin( 22 fas- L3,

ol n et p sont des entiers, et &= 1 si m=p, 0 si n 2 p. Ainsi, on trouve :

A'=% :u{x] !.'it'l{k_.t}d:i-

4. Cette astuce trouve son origine dans "analyse de Fourier, C'est en fait cetta tachnique qui permat de justifier tous
® les calculs développes dans Nexercica. Pour Vintagratian, on uubise @

i
singsinb= E |cosia — b —cosla + bl].

Avec la forme imitiale de la corde proposée dans 'énonce, on a :

A 5i0=x=al
aL.
H{x]= A icL=x=L
- 5ol X
e

Aprés gquelques calculs, on wouve alors @

_E 1 sirl[mu:u]
x= T " ul[l—u} " nt

:¢: Les caleuls sont un peu fastidieus, mais ne présentent aucune dithculté.

Ce qui donne finalement "expression de la solution :

M= ) {2 o 13
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Exercices de niveau 2

Exercice 3

1) Considérons deux ressorts de raideur k, et &, respectivement, mis bout & bout.

o k ks F
VAR e WAAN e
A B

Si une force de traction F est exercée a I'une des extrémités du ressort, 'autre extrémite restant
fixe, I'ensemble des deux ressorts s’allonge de :

Af=AL +AL,

ou Af| et Af, sont les allongements respectifs de chaque ressort.
Au point A, la force exercée par le ressort de droite sur celui de gauche a encore pour valeur F.
Ainsi

1 1
F=k Af et F=k, Af,, d'ou; Al=|—+ —|F,
I 1 2 | [k:l kz]

Le systéme est donc égquivalent a un seul ressort de raideur & el que :

1 1 1
e —.
E k

[

Si les deux ressorts sont identiques, de raideur &, =k =k, ona:

k, = 2k

En renversant le raisonnement précédent, un ressort de raideur & peut étre vu comme deux ressorts
identiques de raideur &, chacun, mis bout a bout, On a alors k) = 2k On remarque que plus le res-
sOrT est court, plus sa raideur est grande.

En décomposant le ressort de raideur en N ressorts idenuiques de raideur &, on a alors :
k =Nk
ou W= E y & désignant la longuear a vide d'un ressort. Ainsi @
£

_ kL
Saire|
2) Considérons une spire située d I"abscisse x au repos. Pour simplifier le schéma, nous ne dessi-
nons pas la spire.

xX—E x r+E
: : s au repos
|I ) I r ]
spire  spire  spire
enx—E£ eNx enx+E

Exorcices H



Quand le ressort se déforme, la situation est la suivane :

x=g X x+E
: - 5 au repos
i
b L __apres
= i = déformation

Yix—-e Yiu0 Yiz+e 0

W

position des spires
aprés déformation

La spire située en x au repos £st soumise 4 :
—une force Fs exercée par la tranche de droite :

Fo=h [ ¥(x+er)-¥(x)] u;
- une force ?‘;ucr:&cparlalnmh:dtiaudl::
F, =k, [‘I‘{x,r] —‘I‘{x—t,z]] (i, )

D'o1 la force totale E exercée par les tranches voisines : F = Fa+ F, , soit :

Flx,e) = k. [ Wx+e.t) - 2%(x.) + 'i’l[x—a,r}] i

e’ %xz—q:{x,r]

qui 8’ecrit, sachant que k = & :
£

;'i*'{-f |
1 {-1.',.4!}

F(x,g)=¢ kL
(1) =

3) En appliquant la relation fondamentale de la dynamique & une tranche d'épaisseur £, on a :

a*y d* ¥
=g kL
di’ : dx?

UE

qui donne I'équation de d"Alembert
ik AP b

(1]
FY

EVEC C= k—L , vitesse de propagation de I"onde.
¥ W

4) a. * Avec une solution de la forme :
Wix,) = X(x) cos{ar + @)
il vient :
{:l]:
X'(x) + — X(x)=0.
L9

40
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D'oti: X (x) = X_ cos [? .t+¢»],]:|ui5:
‘FI{:,:} =X, cos [%:chp] cos (mr + ¢)

* Les conditions aux limites sont les suivantes
- L'extrémité O est fixe : ."I"'I:I:I,:}=ﬁ .

= La masse m accrochée 8 "extrémité libre du ressort est soumise 3 une force de rappel exercée par
le ressort. Cette force n’est autre que la force exercée par la derniére tranche du ressort sur la spire
de I'extrémité :

k, [(Lt) -¥ (L-et)] 4., soit: ek ‘:—T (Lat) i, .

Dou, en appliquant la relation fondamentale de la dyvnamique & m :
r |

3w v
m = (Lt = —kL == (L)

* La premiére condition aux limites donne ;
X cosd=0

d'on &= -;E +pR {FEE‘J.Enpnmmt h=- %,il vient alors :

'-I"{:,r:] =X, sin [E x] cos (¢ + ) -
L
La seconde condition aux limites donne @
—m m[m_l_.] =_p = m(m—L]
¢ & ¢

Avec kL = pe?, cette relation peut se mettre sous la forme :
X =0 cotan X

=

aver X = oL &
m

&

La pulsation o ne peut donc prendre que des valeurs discrétes, qui sont déduites des solutions de
cette équation.
b. Tracons I"allure des courbes représentatives de X — o cotan X et de X — X,

¥

= %

¥

3x!




Dans chaque intervalle [pr, (p + 1) x], pefd, la courbe de ccotanX coupe une seule fois la pre-
miére bissectrice. D"od 'existence de pulsations propres :
o = ﬂ .
’ L
Sans valeurs de a, il n"est pas possible d’obtenir de valeurs approchées pour les pulsations propres
de faible valeur. En revanche, pour p assez grand, on constate que X = pm, d’ot -

_ . me
[I]' =p r
L - kL
c. Pour m fixée, si | — 0, on peut écrire, sachant que ¢= |—:
M
)=
Er | — = ——
c [
La relation X = o cotan X devient alors !
X!'=q, soit: m’L’=& X AL
m M
qui laisse ;
k
0= [—
i

Il s*agit de la pulsation propre d’un oscillateur constitué d'une masse m accrochée @ un ressort sans
masse de raideur &,

Exercice 4

1) En appliquant les lois de I"électrocinétique, on peut écrire, pour un élément de circuit de lon-
gueur dx ;
— aux bornes de la bobine d'inductance Ady en convention récepteur :

ul(x,f) = ulx + dx,f) = Adx [%] [x,2]

s0it, & 1"ordre 1 en dx:

&6

',t;: La tension aux bornes de la bobine est donnée par la lol des mailles,

= aux bornes du condensateur de capacité I' dx en convention récepteur :
i {x_.,t] =1 [.1' +'-I:|I,.I.‘} =T dx [%]{x,r}

s0it, & I"ordre 1 en dx :

SE-E

r ]
..;L Le courant traversant le condensateur est donnée par la loi des newds

47 — T
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2) En dérivant la premiére relation par rapport 4 x, on a :
du_ o9 (9
dx’ dx | i
&*u d |
e —aph — | —
dx’ de [&x]

Fu_ 9o
M [r a:]

SO0l encoOTe !

puis, grice i la seconde relation :

qui donne finalement :
| B _ e Fu g | avec e=
|’ ax* | Jar

On trouve évidernment la méme éguation pour i,

3) a. Avec une onde incidente progressive de la forme @ u (x,6) = flx—c1), ona:

(3 )- - rte-en

dr ]
d o : 3 )

[3_-:,.= Ie f’{x—cr]
puis :

i(x.8)=Tc flx-e).
On en déduit I"expression de I'impédance :
AL IR
zp[-‘-'} - IIF{I,I_} “Te
constante.

1
Avec c= il reste ;
JAT’

'I;. Unaaussi: £ =Ac

b. En procédant de la méme fagon avec une onde régressive de la forme u (x,6) = glx + cf), il vient :
Z =-Z

4) a. En fermant la ligne & 'une de ses extrémités par une impédance Z', la situation est @ présent

la suivante -
; o
E z
'EIE x

Eneticicns: H



Si scule une onde progressive se propage vers I'impédance 2, alors en x = 4, on devrait avoir Z'= Z .
En général, Z'# Z . Donc, une onde régressive doit venir se superposer @ 'onde progressive pour
que Z{a)=2". 0r :

20512

avec uix,n) = fix - cf) + glx + cf) e, en reprenant les calculs de la question précédente :
. 1
|{ﬁ,;}= E [IE,\:‘—{.‘I}— g{x-i-.r:r:l:l .

La condition Z{a) = Z° donne alors :
rA [fl:ﬂ-ct} + gla+ cr)] = £ [f{d—fl]l - gla +c:}]
gui donne I"expression de g en fonction de celle de f et des impédances. On a :

Z'-Z
g{u+cr}= Z'-I'-Zr f{ﬂ'"ﬂ}'

'j:).' On peut remarquer que 52 = 2. il o'y a plus d'onde régressive londe réfléchiel

En notant enfin que ;
£ {x+:r:|= g[a + [.:H X — a}]

il vient -
Z-Z
g{r+cr} = ﬁi: _il"[a—[.::t+x—ﬂ}]
SO0 2
Z2-Z
glx+er) = Z+Z j"[ﬂﬂ—x—c:].
Finalement :

Z'+Z
i {I:I-r} = _ur{zf’ll}
b. La tension totale est alors ;
nrl{x,.t} =_f|{x—:'t]| + %‘- f{lﬂ:—x—ct}
et le courant total :
_ 1 Z'-Z N
I{.\',I} = z—: [_f[x-a:r} - Z+Z, _f[ﬂa -x-u:t}
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¢. On en déduit I'impédance de la ligne :

Z-Z y _.I"I[Ea—x—c:}
- Z'+Z fl{x—c:]

EEI}—E, : Ef-z. f {2.;1— x— I'.'I']
- Z'+Z . f{x—cr]

1+

d. * En représentation complexe, avec :

f{x-—n‘} = u, g i - 4z)

il vient :
£~ E’: jMZa =2
1+ Fra 7 £
Z{x}:E‘ - £
R A
Z'+Z,
Soit :
2(s)- 7, Zos[bla=)]- i 2 sin[k(a-x)]
’ A ms[k{n-;—”— jZ mkaa—x}J
. o AN PN
,c;. On utilise les expressions complexes ; cos 5= Bt sin ¥ = --2
I
Finalement :

Z - jZ wn[k(a-x)]

2(x)= 2. Z -, Z tin[k{a—x}]

* Dans le cas particulier de la ligne ouverte, on trouve :

Zlx)= ] ——

1)

Il est inréressant de reprendre les expressions de plx,0) et fix,s), Ona :

we — k] Powr = dw - Tha|

ulxt) = u_ & +ou e
gui peut s"écrire :
u(x,2) = 2, ™" cos [Ir{x —::}:I
En représentation réelle :
u(x,t) = 2u_ cos {wr-ka) cos [k {r—a}l].
On obtient de la méme fagon 1'expression du courant :

:'{x,.!} = EE"'”- ain[[t}r—ka} sin [k {x—-ﬂ:]l:l.

La ligne est le siége d'ondes stationnaires on les noeuds de la tension correspondent aux ventres du

courant et iInversement.
Faernices '




= Dans le cas du coutt-cifcuit, on a :

Z{x)=—jZ wn [k[ﬂ - x}]
En reprenant la méme analyse que précédemment, on montre que la ligne est encore le siége d’ondes
stationnaires o les neeuds et les ventres sont permutés par rapport d la situaton précédente.

'.t;).' En effet, on obtignt :

1
g fl e flx—cth—1M2a—x—ct] gt ilx t]=

| Hx=ctl+ fl2a=x - eil]

Z,
Exercice 5
1) D’aprés 'énonceé, I"écoulement est irrotationnel. Done :
rot & =10.
Avec: © = 'l'_l_E.‘ + 'll'}_ﬁly,un_ﬂj
du, dv, _ b
dy iz
i
. 1'.: _ aﬂ: = u
dz dx
i
lu]l' _ a‘EI: - D
| dx dy

Sachant que v, = 0 et que v, et v, ne dépendent pas de y, il reste :

du_
dz

d
=|;]:|_'_ﬂ.‘.=ﬂ.
dx

v, et ¢ sont indépendants de =. Donc :

8 = v (x,0)d, + v (x0)id

1) Raisonnons sur une colonne verticale de fluide, de section dS =dx dy.
Dans un intervalle de temps d, la variation de masse dans la colonne de
fluide est :

mle + de)-m(e) = [?]dr » avec m = p, dedy h.

D'on:

T pﬁ[%]dxdydr-

D'autre part, cette variation de masse est due a 'entrée de fluide et a la sortie de fluide dans cette
colonne. Ainsi ;

m{r+ n:lr] - ml[:} = p, dy I:.& [.r,_].f,::i lrx[.t',l:] dr - .ll{:n: + dx, ,j.r.:]l l?:{.1.'+ n:i:l:,r] d:]

+p, dx [.ﬁ {:x,y,r] t-'j{.t',.:} de — h [.t, y+ dy, :} t-'j{.‘t,#}-d.[:l .
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A 'ordre le plus bas en dx dy, il reste :

m(e+d) - m(s) = p, drdvde [_ ahe,) H{hu}.]]

o x dy

D'ou finalement :

[%] = —div (k)
P [(H+e) 8] + [%] -0

3) L'équation d"Euler est :

Pn[% +{5'E]ﬁ]=pﬂi—ﬁfﬂp

'ﬁ:: Cf. cowrs de mécanique des fluides.

En projection sur les axes Ox, Oy, Oz, on obtient :

EX | @

Pl * % %] &

i dp

5§ ¥ .l R

p-: ﬂt +1'I|| a-_l_ - aj:"
{I=—pug—g%:

La derniére équation s'intégre directement pour donner :

P (xya0) = pyge +fxn0)
ou fest une fonction déterminée par la conditon :

plxyht) = p,

ou p, est la pression a la surface libre du fluide. D"on ¢

£ =— P& hlxonn) + flxne).
Ainsi, on trouve f{x, 0 = p, + p,ghlx, 0, puis : .

P (®ysm) = p g[H+ & -2 [+ p, |

4) L'énoncé nous invite i ne conserver que les termes d'ordre 1 en © et £ dans les équations pré-
cédemment ¢tablies. Cela revient a négliger tous les termes quadratiques @

(¢ grad)s e Eo.

.  — - : 47
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On obtient ainsi les équations de couplage linéarisées :

% +H dive =0
o0 1 — ;
% T = gradp = ¢
avec 'expression de p obrenue ci-dessus,
Finalement, il reste ;
% + H dive = 0
H [
E +ggrad L =0

:t:}: En effet,ona: grad p=p,gorad £ - p, gu,.

5) * On peut alors découpler les équations en écrivant :

= . a-‘ ) —
l;:lg = —Hch?[iw] = —Hdiv [—fgmd-','}

d°E
—2 _ gH =0
dr’ FH &

£ est solution d’une équation de d"Alembert, la vitesse de propagation ¢ des ondes de gravité étant ;
c=gH

* Die la méme fagon, on a :
40 [ — L
a—‘:=—£ Eﬂd [é]:—gmﬂ {—H. div 1:"}
Iz S
‘:—r:’ -¢H grad (div 7).
En urilisant 'identité :
rot (rot &) = grad (div §) - A

sachant que I"#écoulemnent est irrotationnel {rﬁ L] ='l_j},, il vient :

¥ L. |

— - Av =10

dr’
o est solution d'une équation de 4'Alembert également, avec la méme vitesse de propagation ¢ des
ondes de gravité que précédemment.

Chapitra 1 : Phénoménes de propagation non disparsils



Exercice 6

1) Avec une vitesse de propagation des oscillations dans laTerre ¢=6 km™'- &'  une estimation de

la durée de cette propagation pour des ondes se propageant du centre vers la surface est :
R

T=—L , R, désignant le rayon terrestre.
¢
D¥ou 'ordre de grandeur de la fréquence:
¢
=%

Numériquement, on trouve, avec ¢ = 6- 10" ms ' et B, = 6,4- 10° m : f= 10 Hz.

2) L’équation de d’Alembert proposée dans I'énonceé s'écrit
air diré
-{ Iﬂ < { : } = 0.

dr? ar

On recherche des solutions stationnaires bornées sous la forme : ¢ (r,r) = R(r) H{r). Dot :

rR{r} H{t] - I—]{r] ;—;[r]{{r}} =0,

H(t) 14’
m = {5’: TH d:r"! {FR(?‘}].

Le membre de gauche de 1'équation dépend de r, le membre de droite de r. Ils sont donc constants.
En outre, pour que la solution reste bornée, la constante doit étre négative, Notons-la — o :
Hit) +w® H(t)=0

M + m—,i rR{r} =0

dr? .

On déduit de la premiére équation :
Hir) = H_ cos (ue + p)
et de la seconde équation :
rR[r] = j ms[[{r] +u a-inl[l'l'.r}, K = %

ou H_, @, A, p sont des constantes. Finalement :

o (rt) = [% cos (Kr) + % sin (Kr) | cos (wr + 9|

Les fonctions HIH et r Bid vérifient la méme équation différentielle. Dans I'écriture générale de la solution, il est
equivalent de poser un déphasage ¢ ou de prendre une combinaison inéaire de cos et de sin. |oi, ¢'est Fénoncé
qui impose "écrifure chaisie.

|

3) On a établi 4 la question précédente que :

e |

o = Ko

Les conditions aux limites imposent que ¢ reste find en w= 0. Vot A = 0. ¢ étant proportonnel a
la surpression, I'"énonce précise que cette derniére est nulle en r= R, ce qui entraine :sin[KR ) = 0.

ExErcices E



D'ou la relation : KR, = nn (n e R), relation qui impose une quantification des pulsations permises :

4) Pour le mode propre n, le potentiel s"écrit :
0. () = E: ﬂn[;—m r] cosw t+g,).

T

- —

Le champ des déformations i = grad ¢ est alors .
_[2e,
o, = ar

B o o e o et

Les positions des neeuds sont données par la condition © 4 = 0, 4 tout instant. D'on

S0t

tan X =X

avec X = j;_i_", » sachant que r doit rester inférieur 3 R, Pour déterminer graphiquement les valeurs
T

de r solutions de tan X = X, on recherche les intersections des courbes représentatives de X et tan X.

On dérermine ainsi les valeurs de X, X, etc. En remarquant qu'il n'y a qu'une seule solution dans
chaque intervalle [ px, (p + 1)n], pe™, dans Pintervalle [0, (p+1)n], il y a done (p + 1) solu-
tons. La contrainte r, = R =r __  impose :

X =En=X
Or: X, . =nlp tD=X ..

O trouve ains que :

B e

n=p t1
Iy a donc # neeuds de déformation pour le mode w.

5) Si la Terre n'est plus homogéne, la vitesse de propagation ¢ varie en fonction de la profondeur.
Elle entraine donc une modification de la valeur de la pulsation propre @, . La valeur mesurée, dif-

férente de la valeur associée au modéle homogéne, apporte des renseignements sur la structure de
la Terre & une certaine profondeur.

B

Chapitre 1 Phénomanes de propgagation non dispersifs



CHAPITRE

E Ondes sonores

dans les fluides

Quverture

L'objer de ce chapitre est de décrire la propagation des ondes sonores en s’appuyant sur
les notions introduites pour les phénoménes unidimensionnels, tout ¢n mettant en avant
le caractére ridimensionnel du phénoméne. C'est également 'occasion de montrer que
le concept d’onde peut concerner simultanément plusieurs grandeurs physiques rant
scalaires que vectonelles.
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e T Py e Lo S g, e T ey o e 4 52
2. Nature de I'approximation acoUStIgUE. . .. ... ...vuoiioin e ionnnnnannasnnsn 52
3. Equations de couplage HndRires . . . . ..covieriieiiniivsnnnssaassacnsssns 53
a Equatinns R e e N R R e TR R e S 54
B. Ondes sonores planes
1 UNCos-DIanes PrOgrasBIVvaSE & . @ i e e i i e e e o e e e e 66
2. Structure des ondes planes Progressives .. ...t iaaoninnaansisns 56
e T R o TN L s oo o s o i o o &7
4. Ordres dagrandeur . ........... a0 T e PR o s e e UL 58
C. Aspects energotigues
1. Dansite o8 COUANT I OMBIOIB. . . . o vvors s in o rrs s o soe o o R A p 59
2. Dengité volumiquUe d'8Nengie . ........c.ccceiiumniiosasirasunensnes s 60
e L Lo it S S P el S e 61
4. Enargla T O ST ORI & o e s d e e a B e yie e aials v an has e d e 61
Syl Ty e e e e S e e P e 62
B Rour Bar 10n P e - i e s e e v e e T g 63
D. Reflexion et transmission
N PN R I s o o L e B it il o b s 64
2. Coefficients de réflaxion et de transmissionenamplitude .................. 65
3. Coefficients de réflexion at de transmission en PUiSSaNCe. . . . . ... .ovwvesn.sn 66
I o e e e s 67

IR 2 P T R A T P BT e, U b W T N T SR R TR - 1 L R Dl W, 73




1, &y cours de la propagation
dume ande mécankque, il =8

produit un transhert d’ énergee sans

transport de matérs.

2. Léchelle mésoscopigue ast
grande devant les dimensions
atomiqueas (achalle

micrascapsquel, mais petite devant

les damensions des agrisgals de
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3. On rappelle que la notation | |
déssgna une valeur mayenne
temparedle,

Chapitra 2 ; Ondas sonores dans las fluldes

A. Equatiuns d'onde

A.l. Le son

Un son est une sensation auditive engendrée par la vibraton d*un corps. Il est
transmis par les milieux matériels qu'il peut déformer pour se propager. C'est
I'élasticité de ces milisux qui lui permet de se propager depuis une source
sonore sous forme d'ondes. Dans le cas de ["air, le son se propage sous forme
d’une variation de pression que lui communique par exemple un haut-par-
leur. Cette variation de pression se propage dans I'air, mais sans propagation
d'air!.

D’un point de vue physique, une onde sonore peut étre décrite comme une
perturbation mécanique qui modifie localement les propriétés du milieu dans
lequel elle se propage. Dans le cas d’un fluide compressible, ces propriétés
sont la pression p__ (x, ¥, £, I) Qui s’exerce sur une particule mésoscopigque’
de fluide, sa masse volumique p_ (¥, ¥, =, t), sa température T (x, ¥, 2, 1)
et sa vitesse 0 (x, ¥,2,1).

Généralement, la température est donnée par "équation d’étar du fluide, sup-
posée vérifiée & 1'échelle de la particule fluide. Puisque la température T,
s'exprime en fonction de la pression p_ et de la masse volumique p__ . on
privilégie la description du fluide en termes de pression, de masse volumique
et de vitesse,

A.2. Nature de 'approximation acoustique

Notons p, la pression et p, la masse volumique dans le fluide a I'équilibre, sup-
posées uniformes. On néglige Uinfluence de la pesanteur sur le phénoméne
sonore. Ces hypothéses sont raisonnables pour un liquide ou un solide. Dans
le cas d'un gaz, elles l¢ sont encore tant que I'on considére des petites couches
verticales de gaz pour pouvoir négliger I'influence de la pesanteur.

L'onde sonore peut étre décrite en chaque point M(x, v, z) de 'espace et
a chaque instant ¢ par les champs de pression, de masse volumigue et
de vitesse ;

pou -y )= p + plx, v, 2,1} avec {p} =0
Poght o tl=p +plx, v,2¢) avec I:Ill:'::l ={
g (x. vz =00x v210) avec {:‘J =0

p est la masse volumique (en kg m*), p la surpression (ou pression acous- |

gue) (en Pa) et ¢ la vitesse de la particule fluide (en m 513,

Drans la description de I'onde sonore, on se limite 4 des caleuls a 'ordre 1, ce
qui constitue une approximation done il faut vérifier la validité a posterior:.
Cette approximation, appelée approximation acoustique, permet d’écrire
des équations linéaires.
Dans le cadre de cetre approximation, p et p sont done des infiniment petits
du premier ordre, ce gu'on traduit par les inégalités :

lpl <=p, et |p|=<<p,.
Il est plus délicar d"émettre une hypothése sur @, puisque la vitesse ne peut
pas étre comparée i une vitesse de référence. On doit donc faire une hypo-
thése supplémentaire dont on vérifiera, la encore, la validité a posteriors : on
suppose que ¢ est un infiniment petit du premier ordre.




d. Cindhce [ fant rélérence & I'elat
d'bquilibre caracténisé per g, ot p,

A.3. Equations de couplage linéaires
A.3.1. Hypothése adiabatique

Si la perturbanon se fait suffisamment rapidement pour pouvoir négliger les
transferts thermigques entre particales fluides voisines, ces derniéres évoluent
de maniére adiabatique. En considérant le fluide comme parfait pour négliger
les phénomenes dissipatifs, Pévolution est réversible, Les particules evoluent
donc de maniére isentropique. Ce dernier résultat permet d°établir une rela-
tion linéaire entre p et p.

* L'entropie massique 5 d'une particule fluide étant une fonction de p
By donc de perdep,onac

i o
d5=_ +_|j .
Fi'pdp dp P

L el

[IRIT R

Putsque "évolution est isentropique (ds = (), on peut écrire le rapport :

\de ), [m]

| o

Pour une particule fluide a I’éguilibre, ce rapport s'écrit donc® :

[ s 'Il ri'.l‘]
P Jy
* L'évolution étant isentropique, on peut encore écrire

¥ roral Pl.u.:.'f:l =i I:ﬂ'll:I pn:'!' Eﬂllt . 4 I:I:'.L'- + ﬁ:l F'.-. + F':' =i {F._.: I:"..]-
A ordre 1, cetre relarion devient :

II' 1
ds di |
'IH:--IrJ-.-"r‘.:'u:I + )iaﬁ' J_,-'-p[ap ], - T[Pn *p.-.:' L]

d'on, de nouveaw, le rapport ;
[ ]
dp ) P

, =—. (2)
£ P
%)
* Des relations (1) et (2), on déduit donc Pégaliné
P =[@ | .
poidp )

2 o

L'hyvpothése d'une évolution adiabatque du fluide conduit done & une
premiére équation de couplage linéaire entre la surpression p et la masse

volumique p : B =Pyt
(R

o
i

/3
i
ou ¥, = Fr,!nlk d:; J est le cocfficient de compressibilité isentropique & "équi-

libre (en Pa ™).

A.3.2. Equation de conservation de la masse
et équation d’"Euler

L'equation de conservation de la masse s écrit :

h + di"ll:p-'.ldl-ﬁ

= ()
2 :

.'\.i'\...:-::I

Lours




5. 5i une grandeur est un
irifiniment petit du premier ardre,
alors ses dénvies par rappon aux
différentes varables saront aussi

das infiniment petits du pr!nlir
ordre, C'est le eas pawr 2_:' et

gradv .

L’équation d'Euler s’écrit :
o, — —
p—& \‘T“"*(ﬁbﬂ 'W)UHJ = rmm_* O

En tenant compte de la décomposition donnée au § A.2, ces équations pren-
nent la forme -

op, +pl
o

& — —
P, +p}[E+ Ef*-sradli'] =—grad(p, + p}

+div((p, +p)i)=0

Les termes po, p‘%ﬁ et pn[i.r-gTd}ﬁ sont des infiniment petits du deuxiéme
ordre’. Le terme p (@ -grad)é est un infiniment petit du troisitme ordre. On
peut les négliger devant les termes du premier ordre.

On obtient ainsi deux équations de couplage lindarisées entre la masse volu-
migue p et la vitesse © d'une part, entre la surpression f et la vitesse ©
d"autre part :

dp

——+p,div(F) =0
5 +PEv(D)

A.3.3. Conclusion
Propridté 1
Dans le cadre de I'approximation acoustique, les équations de couplage

linéaires entre les champs de surpression p, de masse volumique p et de
vilesse ¢ SONL :

P=pPX. P (hypothése adiabatique)
E:l.:_P +p, div(7)=0 {équation de conservation de la masse)
P, %+ gradp =0 (équation dEuler)

A.4. Equatiuns de propagation

En éliminant p dans 1'équation de conservation de la masse et dans I'équanon
d'Euler grice a I’hypothése adiabatique, il vient :

Py %«r pdiv{c) =0
H —_ -
—+ =0
Po gradp
Sachant que I'on peut permuter les opérations de dérivations spatiale et tem-
porelle, on dérive les deux dquations précédentes par rapport au temps €t on
les combine de maniére a isoler les grandeurs p et @

H Chapitre Z ;: Ondes sonores dans les fluides



B. Dans certaing problimas,
on trouve parfois I'opérateur
d'Alembartien moté 0 81 difing

Les éguations d'évolution de p et p
&'Berivent alars |

Cp=0 &t Op=0.

7. Rappel d'anakyze vactonelle :
gradidivi} = 47 + ratate).

dp |1 —
" iy 3 —dw[p—gradp]=0

]

g —[ 1, _| =
Pa " —grad[-i-—-ch?ﬂ]=ﬂ

a

* Pour la surpression p, on obtient donc I'éguation :

da* 1 ., —
af_f_IuPu dur{p'au:lp}ﬂ}.

D¢ méme, on obtient une équation de méme forme pour la masse volumique
P=Padol -

Les équations d'évolution des champs de surpression p et de masse volu-
migue p sont des équations de d"Alembert” :

a'p F
EET-EE&F:“ ct al—I:—C'!;"IFJ:n
o1l la vitesse ¢ de I'onde vaut ¢= (en m-51).

1
WPXy

* Pour la vitesse ©, on obtient une équation de la forme’ ;

F e

EF —-AT=¢ l'ﬂt(l'ﬂtﬂ} .

La difficulte consiste & calculer le membre de droite de cette équation. Pour
cela, reprenons 1'équation d*Euler linéarisée :

-E"!_-* I -
puawmdpﬂ,

et appliquons le rotationned a cette équation. Sachant que ra{md:l = fl,llviem :
—fas] -
ot — =lﬂ -
[ cle ]
En permurtant les opérations de dérivation spatiale et temporelle, on obtient ;
drors) _
—_ 0.
dr

Le rotationnel de la vitesse ne dépend donc pas du temps. En outre, 'hypo-
these q:-f,-:] = donne :

rot(5) =0
ou encore en permutant la moyenne temporelle et la dérivation spatiale :
(rotg)=0.
La valeur movenne du rotationnel de la vitesse ¢ est done nulle. Puisque rotd

est indépendant du temps, il est égal & sa valeur moyenne. Ainsi, @ tout ins-
ant et en roul point de I'espace, on a :

roto =10 .

Cours




B On parie indifiéremment d'andes
planes progressives harmamques
(OPPH) ou dondes planes
progressives monoshiomatigues
{OPPM).

4 Toute pnde plane progressive
peut e décomposar &n ung
somme d'ondes planes
progressives harmanigues, On
peut danc limiter '&ude 4 ces
demiéres, faciles 8 « manipuler =
mathematiguement,

10 Dans be cas des OPPH, on peut
remplacer de maniéne formelle an
ﬂﬁitﬂlﬂlinﬂfﬂmml:&
Fopérateur a rot =pare — gk » &

&t Fopérateus « div u para— i - o

H Chapltre 2 : Ondes sonares dans les fluides

Pour un fluide dont la vitesse movenne est nulle I:{-L"::l =10 ), I'écoulement
| est irrotationnel : B
i rotti =0,

L'équartion d'évolution du champ des vitesses ¢ a la forme d'une équa-
tion vectorielle de d’Alembert :

B. Ondes sonores planes

B.1. Ondes planes progressives

Les équations précédentes ont toutes la méme forme : elles sont linéaires 4
coefficients constants, Il est ainsi possible, grice a 'analyse de Fourier, de
décomposer la solution générale de ces équarions en combinaisons linéaires
d’ondes planes progressives :

(5

plx, vz 0= f, [l— E'-F-]ﬂerp [r+_—'F.]
¢

4

O(x, v.2.0) =ft[t—ﬂ}kgr [r+ i]
¢ ¢

Le vecteur unitaire # precise la direction de propagation.
En se limitant 4 une onde plane progressive harmonique™" (OPPH) de pulsa-
ton o, les grandeurs précédentes s'écrivent

pley,zt)=f [:—¥]+gp [HE]

plx, 5,01 = p_cos w[: —E]]

e, vz 0)=p_cos m[: - E]]

. : H-F
oz, ¥, z,0) =1 o0& m[r——

On pose alors le vecteur d’onde k = Eﬁ. La linéarité des équations permet
[

également d’adopter la représentation complexe :
E{-’ﬁ = P e rur-k#)
E':I!_Fls;.f} = F_‘I“ g.llu--.li i
ﬂx;_}'j,ﬂ = ﬂ_g.llill-i 4

B.2. Structure des ondes planes progressives
En écrivant la relation rot@ =0 en représentation complexe, on obtient'™ :
—jk 7 E=0.




1. Une ande est kongitudinale
(resp. ranswersale) si la
déformation a Beu parallalemant
{resp, perpendiculairement) 4 la
direction de propagation

1L Les forces di prassaon
{exprimées an Pa-m?) somt
homogénes aux forces da
pisanteur, cest-d-dire & une
mMasEe par une accalératon
(exprimie en kg-ms?). Lunité de 2
58 diduit done facilemant de
Fégalité -

1Pa=1kgm's?

Le vecteur vitesse © est donc colinéaire au vecteur d'onde k , c'est-a-dire a la
direction de propagation de "'onde. L'onde sonore est donc une onde longi-
tudinale''.

Die maniére générale, ce résultat reste vrai pour les ondes planes progressives
(OPP) en raison du caractére linéaire de la décomposition de Fourier. On peut
donc retenir que les ondes sonores planes progressives sont longitudi=
nales,

B.3. Impédance acoustique
s En électrocinétque, on introduit I'impédance électrique pour relier linéai-
rement la différence entre deux états ¢lectriques d*un circuit (tension u) et le
débit de charges qui en résulte (courant ). En représentation complexe, on a
donc :

Lo =

Par analogie, on définit I'impédance umu;ﬂquc pour relier lindairement la dif-
férence entre deux états du fluide parcouru par 'onde sonore (surpression p)
et le mouvemnent de matiére qui en résulte (vitesse ¢).

En représentation complexe, on définit I'impédance acoustigue £ par le
rapport’” :

- =

Z impédance acoustique (kg-m™ -57')
p surpression en pascal (Pa)

[
I
2

¢ vitesse (m-s )

¢ Pour une OPPH, I'équation d"Euler linéarisée en représentation complexe
donne :
jop,G=jkp .
En projetant cette relation sur la direction de propagation i, on obtient 1"im-
pedance :
L=pye,

dont on remarque qu'elle est réelle et indépendante de la pulsation . Ainsi, les

champs de surpression et de vitesse vibrent en phase.

Si on considére maintenant une OPPH se propageant dans le sens opposé,
I'impédance vaut
"3 =_p|;|-c £l

les champs de surpression et de vitesse vibrant alors en opposition de phase.

Pour une OPPH, ]'impédaﬁ; al:llaui;;iqut.i-:ﬂt réelle, indépendante de la I

pulsation o et vaur :

1Z| =pe= %‘j- |
- |

L'impedance acoustique est donc d'autant plus élevée que le milieu est dense
(p, €levé) et peu compressible (y, faible). De maniére genérale, ce résultat reste
vrai pour les ondes planes progressives (OPP).

Ciobire
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PV =™
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Chuguitie 2

B.4. Ordres de grandeur

La vitesse des ondes sonores 8°&crit

L& === , d¥EL :':n:

1 At
NP A lap )

Dans le cas d'un gaz parfait, on peut préciser I'expression du coefficient de
compressibilité isentropique ¥, . L'équation d'une isentropique est en effer
donnée par la lod de Laplace™ :

p., =C"pl  »ouydésigne le cocfficient isentropique.,
En prenant la dérivée logarithmique de cette expression, on obtient :

dp @ . qui donne Pl P

:"r'—,

Paulr pu..l.' ap "III F—'l'llﬂ'

En utilisant I'éguarion d’étar des gaz parfaits :
p.'ai'u:- R'T
N TE
M
ol T désigne la température du gaz et M sa masse molaire, on trouve finalement :

Yo = A
T mET,

Drans le cas des gaz parfaits, la vitesse ¢ des ondes sonores a pour expression |

¢ vitesse (m-s7)

I'_T ¥ coefficient sentropique ($ans uniee)
.f_'.|.|:r% R = 8,31 5.1. constante des gaz parfais

o tempérare en kelvin (K)
M masse molaire (kg-mol ')

= En assimilant |"air 4 un gaz parfait diatomique, on trouve avec cette formule
des valeurs proches des valeurs mesurdes expérimentalement. L'ordre de gran-
deur de la vitesse des ondes sonores dans un gaz est de quelgues centaines de
meétres par seconde.

Exemiples ;

ﬁhb:rmPérdLun: ambiante (T, =208 K),c=345Sm - s 'ertZ=403 kg m % 5",
—J"LTN,: 1000 K, e=0633m-s7' et £ =T40 kg-m -5,

» Dans les liquides, la célérité des ondes sonores ést plus élevée, de 1'ordre de
trods fois plus grande que dans les gaz, Par exemple, dans ["eaw, 4 empérature
ambiante, ["expérience donne la vitesse ¢ = 1430 m-s5' et I'impédance
acoustique £ = 1,45 10" kg-m .51,

# Dans les solides, milieux encore plus denses et quasiment incompressibles,
la vitesse des ondes sonores est de "'ordre de quelgues milliers de métres par
seconde. La théorie précédente ne permet pas de prévoir de relles valeurs, car
elle ne traite que de la propagation des ondes sonores dans les fluides. 11 est
toutefors possible de justifier la propagation d’ondes sonores dans les solides
cristallins en assimilant ces derniers @ des chaines d'atomes (cf. chapitre 1),

gl ooy clarg s Noiclgs



15. On rappelta qu'une puissance
@t hamagine & une force par
uni yilesse,

16, Lorsquion calcule la puissance
P, . des forces de pression
anercdag piar la pare gauche
£ur la partie droite, on caboubs la
puissance d'une farce ; an arlente
dong le vectour unitaire # dons
e sang de |8 force, c'est-g-dire
de o gamche wvers la draite.

En rewancha, la pusssance
acpustigus I déasigne la puissance
TEGuE pEr un Sysidma fermib

par comvention, on crants donc
ralémant de surface dS vers
Fentineur du systame, d ou
Fapoarbon d'an signe mons dans
lexpressson de P,

L‘I:"'lI .-_::"':

ds”

F-Iﬂ. i - Puissance acoustique
regue par une particule fluide.

C. Aspects energeéetiques
C.1. Densité de courant d’énergie

%

\

| U5
pression du fude pression duo fluide
P Ps 7 = Pa
_pnrr.ia .gnuche . . partie droite

sens de propagaton de 'onde sonore

Fig. 1 - Puissance échangée & travers ia surface S au cours de la propagation de Nonde sonone,

Considérons une surface fictive 8§ séparant le fluide en deux parties situées a
gauche et 4 droite de cette surface (fig.1). Une onde sonore se propage dans
le fluide er met en mouvement les particules situées i gauche de la surface S,
les particules situées d droite de la surface 8 n'ayant pas encore été mises en
mouvement. La pression du fluide 4 gauche de la surface S est donc p, +p
et la pression du fluide 4 droite de la surface S est p, . La puissance des forces
de pression exercées au niveau de la surface S par la partie gauche sur la partic
droite est alors'" :

Fe ™ Hg':f'n + )0 AdS,

ou le vecteur unitaire # orente la normale a la surface dans le sens de Ia force.
Calculons la moyenne temporelle de cette puissance. En remarquant que :

(If, p,5-ids) = p,[[.(5) ids =0,
il vient :
(P)= ([l 0o ics).

Seul le terme de surpression contribue a la puissance moyenne des forces de
pression. On peut alors définir e vecreur densiré de courant d’énergie par :

M= pi.

Au cours de la propagation d’une onde sonore, la puissance acoustique
P recue' par une particule fluide de volume V hmitée par la surface fermée 5
ext (he. 2 :

P puissance en watt (W)
P- ._.ﬂ;lr'[ dS M= pif densité de courant d'énergie (W-m™)

dS orienté vers 'exténieur



11. Rappel d"analyse vactariala :
diviab) = 5-divib) + b-grada

18 Equation locale de
conservation de la masse |

dp
— +diwlp¥l =0 .
at 4

Equation locale do consarvation
de la charge

ap""- +divifi=10 .
At

C.2. Densité volumique d'énergie

Partant de I'expression du vecteur densité d’énergie M,ona:
divll = div( pti) = & - gradp + pdiv(f) .

Les équations de couplage linéarisées du fluide donnent :

divl1 = —ﬂ-(pn %]_P(L%J’

iun=_i[&£+a£].

S0t

ge| 2 2

* Le terme entre parenthéses est homogéne 4 une énergie par unité de volume.
On définit done la densité volumique d"énergie ¢ par:

' 2 2
e=ht  LP |
2 2

Chacun des termes de ¢ admer une interprétation physique. Le premier terme
g’inrerpréte comme une densité volumigque d'énergie cinétique de la particule
fluide. Le second terme, d'origine purement thermodynamique, s'interpréte
comme uné densité volumique d'énergie potentielle emmagasinée par le
fluide et susceptible d’étre restituée sous forme d'énergie cinétique. Seule
la surpression p intervient dans son expression, la contribution de la pression
statique g, nulle en moyenne, ne contribuant 4 aucun transfert énergétique.
L’équation vérifiée par la densité d’énergie volumique ¢ peut se mettre sous
la forme : 3

— +diviI=0.

'aI =

Cette éguation traduit localement la conservation de 1"énergie. Il s’agit d’un
bilan local, Une telle relation est tres générale en physique'®.

» L'énergie sonore E contenue dans une particule fluide de volume V limitée
par la surface fermée 8 vaut donc :

E=[[[ eav .
En dérivant cette expression par rapport au temps, on obtient :

E_ [, Eav,

soit en utilisant I'équation du bilan local et le théoréme de Green-Ostrogradski:
dE - L.

dr = —fjjvcthH? = _'ﬁnn -dS-

On retrouve done I"équation qui rraduit globalement la conservanon de I'énergie

au niveau macroscopique :

:
Au cours de la propagation de I'onde sonote, la conservation de 1'énergie
s'&cTit
- globalement : % =P,avec E= HL.Ed‘r’;
Poll” |, Kaf”

de ,, =
— localement : E+d.wl'l—ﬂ-,am: i‘—T >

“ Chagatre 2 : Omdes sonores dans les fluides
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&6 En elle on a
|

L

e

C.3. Energie d’une OPPH

Pour une OPPH se propageant selon ["axe Oz dans le sens des z positifs, la
surpression p et la vitesse © s’écrivent :

ple) = p, cos(oor — k)
@iz, 0)= v, cos{ow — ks )i
avec P =pav d'aprés la defimton de 'impédance acoustigque (cf. § B.2),
Le vecteur densité de courant d'énergie 1 a donc pour expression'”

M=pi= p:".:r;: oo {0 — kz il

Sa valeur movenne temporelle vaat alors :

(11) = p e {oos™ (we - ko) i, = 20

- En remarquant gue les termes d'énergie cinétique et d'énergie potentielle
sont égaux, la densité volumigue d'énergie ¢ s éorm ;

y T .\ . y 5
¢ = P + L1 = U oo {0 = k)
2 2 "

et g1 valeur movenne temporelle vaur :

f . I:ll IL-lz-.

(o=t
- On en deduit donc gue :

'::"::l =i I:Iﬁ‘:l T

Certte relation, bien gqu’anodine, permet de définir la vitesse de propagation
de I"énergie :
==
) Iy
fh =1~ =08
E ':I'E_.I ]

Pour une OPPH, la vitesse de propagation de I'énergie est donc égale a la vitesse
de "'onde :

C.4. Energie d’une onde stationnaire

Pour une onde stationnaire, les varianons spatiales et temporelles sont découplées.
Une onde sonore stationnaire prend naissance dans des milieux matériels gui
limitent la propagation 4 un domaine fini de I'espace. Ces limites spatiales
imposent des conditions aux limites sor les champs de surpression p et de
vitesse ¥ , comme nous le verrons dans le paragraphe suivant, Sans perte de
generalite, on peut envisager I'écriture du champ de vitesse ¢ sous la forme :

iz 8)= v _cos{wf+ pleos(hziu,

Cette expression peut également s’écrire comme la combinaison linéaire
de deux OPPH, I"'une s¢ propageant dans le sens du vecteur &_, 'autre se
Propageant en sens opposé :

gt = q:_{—"ms{w— RE+li_ + %"ms{mr +hz+ i -
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1. Un galcul anatogue a celul de
l:r'r::. donneras en affet :

. |-1 ;"j

£} = —t =
(-2

22, Lo sensibulng de Noargllie n'est
pas lindaire, mais varie commae

le logarithme de |'excitation. Powr
doubler la sensaticn scoustigue,
il Faut misiplier par 101a puissance
sonore. C'est pourgucd on wtilise
ung ichelle logarithmique pour
difinir l¢ niveaw acoustique L.

{1} ‘

L o= 10y

M, = 10" Wt éramt la
puissance surfacigue de releronos
appelée seud o pucitiar, Lunié

de niveau acoustique ast le
dacabl (B, Pawr um $re hdimim,
L varia do 0 dB (sewil & audition}

& 120 dB {seuil da douiaur].

ﬂ Chaplire 2 : Ondes sonoses dans les huldes

Cette décomposition permet de déterminer le champ de surpression p en
utilisant I"expression de I'impédance acoustique pour une OPPH. Ainsi,
on abtient ;

p{z,:}:pnc%“ﬂﬁ{ﬂ'ﬁmkz+¢}|—p“c%um{ur+k:+¢],

qui prend finalement la forme :
plz,0) = pyev, sinfor + ¢)sinlkz).

On en déduit le vecteur densité ::h: courant d'énergie I :

. .IJ.

M= pii= mn[zr.u.r + 280 sin{ 2k,

dont la valeur moyenne remporelle est nulle :
e p““" siny( 2k ) {sin( 2000 + 20)) i,

Une onde sonore stationnaire ne transporte pas d’énergie. Cependant, cela
nc signifie pas que I"énergie sonore est nulle".

C.5. Ordres de grandeurs

L'onde sonore doit son nom aa fait gu’elle est détectable par 'oreille. Loreille
est done un détecteur sensible aux surpressions. Les puissances surfaciques
audibles varient d’environ 10 Wm*, pour le sewil d'audition, & environ
I Wem 2, pour le sewll de dowleur™. Le domaine des fréquences audibles varie
de 200 Hz a 20 kHz. Avec de telles valeurs, 1l est possible de donner 'ordre de
grandeur des surpressions et des vitesses associées 4 une onde sonore,

Ainsi, pour une OPPH de pulsation o, I'amplitude v, de la vitesse des
particules fluides {en m-s '}, 'amplitude x_ du mouvement des particules
fluides (en m) et l'amplitude p_ de la surpression (en Pa) ont respectivement

pour expression (cf, § C.4)
|2"I"|:'
Ve

De plus, dans le cas d'un gaz parfait, I'amplitude p_ de la masse volumique
len kgom ) vérifie la relation (cf. § B.3) ;

T
= J2p,eill) .

== g p
)

‘Hp

]'RT
En considérant une OPPH de fréquence 1 EHz se propageant dans ["air assimilé
a un gaz parfait pris 4 température ambiante {p, = 1,2 kg m T, = 298 K},
pour une puissance surfacique moyenne égale a 10 %Wm 2, on calcule les
valeurs suivantes :

P = PolaP

v, =0,2ems ) x =3,510"m; p_=01Pa;p_=110"kg-m™".

L'extréme peritesse de x  montre combien "oreille est un détecteur sensible
puisque x_ est aussi 'amplitude du mouvement du tympan. Ces valeurs
permettent également de valider les hypothéses inittalement émises dans le

cadre de "approximanon acoustgue (cf. § A2). En effet :

- la surpression P resie trés petite devant la pression p, de Mordre de
10" Pa: |p|¢: [



23, On rappelle gue

2T
Awm—m= T
&

24, L diffusivibé thermigue a
dipend de la conductivibi
tharmigue :

]

PE, ‘
oi ¢ st o capacité thermigue
massique du corps.

5. Co résultat reste vrai powr [a
plupart des flusdes et solides sont
les diffusivites thermiquis sort de
'prdre de 100 m*5",

— la masse volumigue p reste wés petite devant p, - |p|=p, ;
— la vitesse v considérée comme «petites, sans autre justification, peurt étre

comparée & la seule vitesse qui caractérise les ondes sonores, a savoir leur
vitesse ¢, La encore, ona: v <&c.

C.6. Retour sur les hypothéses

Les résultats précédents permettent également de vérifier la vahidite des autres
hypothéses émises aux § A.2 et A.3. En considérant une OPPH, il s'introduit
naturellement une échelle caractéristigue de longueur, par I'intermédiaire de
la longueur d"onde”’’ A et une échelle caractéristique de temps, par I'intermédiaire
de la période T. La longueur d'onde A fournit une échelle de distance de
variation des champs p, p et © ; la période T fournit une échelle de temps de
variation de ces mémes champs. Ainsi, on peut écrire ;

du & 'y
dt|

| ot
* Le terme d’accélération convective peut bien étre négligé devant le terme
d’accélération locale. En effet, on a :

‘E.'

—_

i

s

I

N

— o
fowid wxF 1o
o L L
T

= Le terme de pesanteur peut bien étre négligé devant le gradient de surpression.
En effet, on a ;

lpl P ﬂaxupgr _ &g
fonid 2.~ 2
5

Dans ’air, la vitesse ¢ du son est de "ordre de 3-10° m-s'. Le rapport calculé
reste donc faible devant I'unité pour des fréquences fsupérieures 4 3 Hz, condi-
tion satisfaite pour les ondes sonores et ultrasonores,

» L’hypothése adiabatique consiste 4 considérer I'évolution du phénoméne
suffisamment rapide pour pouvoir négliger les échanges thermiques entre les
particules fluides. Cela revient 4 comparer le temps caractéristique de diffusion
thermique 1, au temps caractéristique de variation de la perturbation sonore
T_, . En introduisant la raille caractérisuque d'une particule fluide (en m) et
sa diffusivité thermique a*(en m*s"), on a ;

d-l

B
o

T

La taille caractéristiqgue d'une particule fluide est celle de la variation du
phénoméne ondulatoire, ¢’est-i-dire sa longueur d'onde A. Quant & t__ , il est
donné par la période temporelle T de 'onde. Dans 1'air (@ = 1,87-10-° m*s"),
pour une OPPH de fréquence 1 kHz, le rapport des temps caractéristiques a
pour ordre de grandeur :

T 3t g

T =T of 6-10",

ce qui justifie pleinement "hypothése adiabatique™.

o H




26, Londe réfléchie so propage
dans le sens des = < 0, Fonde
transmase dans le sens des == 0

D. Réflexion et transmission
1D.1. Conditions aux limites

milieu 1 milicu 2
(mpédance Z) (impédance Zz)
onde

mcidente

' S
| -
I
|
I

interface plane

Fig. 3 - Réflaxion et transméssion d'une onde sonare.

Considérons une interface plane infinie entre deux fluides située en 2= 0. Une
onde progressive plane émise dans la région z < 0 se propage dans le sens des 2
croissants vers interface. Elle tombe sur interface sous incidence normale
et elle v est en partie réfléchie et en parte transmise (fig.3).

On note @, P, les champs de vitesse et de surpression associés i I'onde incidente,
o, f, ceux associés & I'onde réfléchie et enfin 5., p, ceux associés a I'onde
transmise"".

* Quand "onde tombe sur l"interface, la composante de la vitesse normale a
la surface de séparation entre les milieux est égale i gauche et & droite de celle-ci
car les déplacements des fluides v sont les mémes.

| Sous incidence normale, il ¥ a contnuité des champs dew;ess: ﬂ.—riﬂtﬂfﬂct :
odz=08)+0{z=0,0)= oz =10.1).

» Dans 'approximation acoustique, I'interface peut étre considérée comme
fixe, ses déplacements restant faibles devane la longueur d"onde. En appliquant
la relation fondamentale de la dynamique & un élément de surface dS de
I'interface (de masse nulle), il vient aprés projection sur 'axe des = ;

(p,+ p,+ p,)dS—(p,+ p)dS=0-

Ainsi, il n'existe aucune différence entre les pressions exercées par les fluides
de part et d'autre de la surface.

Sous incidence normale, il ¥ a continuité des champs de surpression a
linterface :

p(z=0.0+p (z=0.0=p,(z=0.1).

Pour une OPPH, les différents champs considérés peuvent s'écrire en repré-
sentation complexe :

. Fow—hal | - Daw=h sl o JlE=ke] _
E|-::—'|-I'l|l|ﬂ e E,_E."'E‘ I z l.'|-'II|_EIr|I|:|""l L
- Jim=Ry _ Sk _ o=k e

Er' - E_f Er - Eﬂ'ﬂe E.' - Eﬂ'{r

Chapitra 2 ; Ondas sonores dans bes fluies
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Pour une OPPH, les conditions aux limites 4 ['interface (z = 0) se tra-
duisent par deux relations entre les amplitudes des champs de vitesse
et de surpression :

D.2. Coefficients de réflexion et de transmission
en amplitude
* Pour une OPPH, les relations précédentes permettent de caractériser 'interface
par son coefficient de réflexion r et son coefficient de transmission  en
amplitude des vitesses définis en £ = 0 par:
v

L
— = _—_r___
p=t=a e =St

B Llr.n B

En introduisant les impédances acoustiques Z, et Z, des deux fluides, les
conditions aux limites s'écrivent’ :

iﬂ

d'on I'on déduit le systéme ¢
1+r =1t
Z(1-r)=Zy,

Propriété 6
Pour une OFPPH, les coefficients de réflexion r, et de transmission ¢, en
amplitude des vitesses, sous incidence normale, sont 4 interface :

_%-7 . _ 22
"Rz ez T,

o Z, et Z, sont les impédances acoustiques des deux fluides.

Om remmargue tout d"abord gque ces coefficients sont réels puisque les impédances
Z, et Z, le sont. Le coefficient de transmission ¢ est toujours positif : les ondes
incidente et transmise vibrent toujours en phase. Le coefficient de réflexion r,
peut étre néganif : les ondes incidente et réfléchie vibrent soit en phase, soit
en opposition de phase.

En outre, la réflexion est d’autant plus faible et la transmission d’autant plus
¢levée que les impedances des milicux sont proches. Ainsi, siZ = Z ,ona
r.=0et: =1 :l'onde est totalement transmise, ce qui constitue une simuation
dite d'adaptation d'impédances.

A contrarie, si Z, = = (cas d'un milieu 2 de compressibilité nulle}, r = -1 et
t_ = 0:1'onde est totalement réfléchie. De méme, si Z, = 0 (cas d'un milieu
2 identigque au vide), il ne peut pas ¥ avoir de propagation dans le milieu 2 :
T"'onde est donc totalement réfléchie.

= Il est également possible de définir un coefficient de réflexion r, et un coefficient
de transmission 1, en amplitude des surpressions par :

. _B
I"—EH.!"—E-
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Pour une OPPH, les coefficients de réflexion r_ et de transmission 1, en
amplitude des surpressions, sous incidence normale, sont 4 'interface™ :

L _Z,-Z, 2Z,
N AR R Ay

D.3. Coefficients de réflexion et de transmission
en puissance

Il est également possible de caractériser 'interface par des coefficients de

réflexion R et de transmission T des puissances sonores qui s’expriment

en foncrion des puissances surfaciques moyennes incidente P, réfléchie P, ex

transmise P :

P, F
—FﬂT—F

La puissance surfacique moyenne échangée par ["onde est égale a la valeur
moyenne temporelle {H} du vecteur densité de courant d’énergie. Pour une

OPPH, on sait que™ :

. Pour une OPPH, les coefficients de reflexion R et de transmission T des
puissances sonores, sous incidence normale, s écrivent :

a
“=.-*=[Z'|'_Ii.]
T HE,
T=I:EL=—ELE1--
"L, (Z,+L)Y

Ces coefficients ne sont pas indépendants I'un de I'autre puisque : R+T = 1.
La derniére relation ne fait que traduire la conservation de I"énergie en "absence
de phénomeénes dissipatifs : 'énergie incidente est pour une part réfléchie,
pour ["autre part transmise.

Comme pour les coeficients en amplitude, une onde sonore est d"autant mieux
transmise d'un point de vue énergétique que les impédances des fluides sont
proches. Cette propriété est exploitée, par exemple, en échographie médicale™.
A l'opposé, il peut égalernent étre intéressant de limiter la transmission d'un
g0, par exemple pour metre en place un systéme d'isolaton phonique. On
travaille alors avec des milieux d'impédances trés différentes : un fluide gazeux
(Z de I'ordre de 10¥ kg-m™-57") et un solide (£ de I"'ordre de 10* kg-m—=-571),
I'onde sonore incidente prenant naissance dans le gaz. En tombant sur le solide,
I'onde est presque totalement réflechie’.

ﬁ Chapitre 2 ; Ondes sonores dans les fluides



L'essentiel

v Equations d*onde

® Lne onde sonore en propagation dans un fluide peut étre décrite en chaque
point Mix, v, 2) et 4 chaque instant ¢ par les champs de pression (Pa), de masse
volumique (kg-m*) et de vitesse (m-5') :

Pos(myat)=p,+plx,y.50) avec {p)=0
Pt 32 0)=p, +plx, v, 2.0) avec {p:} =0

Dromcl®: V. 5,0) = T{x, v, 28.1) aveC {i‘-} = a.

Les grandeurs indicees « 0 » sont les grandeurs au repos, supposées uniformes.
p est la surpression (ou pression acoustique) (en Pa).

* Approximation acoustigue : dans la description de Ponde sonoere, on se
limite & des caleuls & I'ordre 1, ce qui permet d’écrire des équations linéaires.
Dans le cadre de cette approximation, p et p sont donc des infiniment petits du
premier ordre :

| pl=p, et |pl=p,.

De méme, on suppose que ¢ est un infiniment petit du premier ordre,

® Dans le cadre de 'approximation acoustique, les équations de couplage
linéaires entre les champs de surpression p, de masse volumigue p et de vitesse
€ sont:

P=pXP {hypothése adiabatique)
1 %-t-pnnimr[ﬁ}:ﬂ {équation de conservation de la masse)
0, %+ gradp=0  (équation ’Euler)

Dans la premiére équation, ¥, est le coefficient de compressibilité isentropique
i I'équilibre (Pa ).

® Les equations d"évolution des champs de surpression p et de masse volumique
p sont des égquatons de d’Alembert :

& p a'p 1
——-cAp=0 et -c’Ap=0,avec e= {fenm-s'),
at* ar’ :;HI.

De méme, I'équation d’évolution du champ des vitesses a la forme d'une égua-
tion vectorielle de d'Alembert :

v Ondes sonores planes

* En représentation complexe, les champs associés a une OPPH de pulsation
o en propagation selon la direction et le sens du vecteur unitaire i s"écrivent :




E:LJ-'.EJJ' P*E.r-:nu-iF:I
plx,y,z,0) =p et avec k=24 vecteur d'onde.

[
x vz 0) = O gite-b)

# Les ondes sonores planes progressives sont longitudinales.
* En représentation complexe, on definit I'impédance acoustique Z par le rapport

Z impédance acoustque (kg-m™ -s™)

p surpression en pascal (Pa)

v vitesse (m-s")

Pour une OPPH, I'impédance acoustique est réelle, indépendante de la pulsation w et vaut :

;:

i I

= [P
1Z] =pc=
Puc "

{valeur positive dans le sens des Z croissants, valeur négative dans le sens des z décroissants).

o Aspects energetques

# Au cours de la propagation d'une onde sonore, la puissance acoustigue P reque par une par-
tcule fluide de volume V limitée par la surface fermée 5 est :

P puissance en wart (W)
P=—#jﬂ~ﬁ 1= pi densité de courant d’énergie (W. m~)
dS orienté vers Iextérieur
® Au cours de la propagation de I'onde sonore, la conservation de I'énergie s"écrir

- globalement : %=P,m: E=Jﬂ:,ﬂ'ﬂri

¥ 3
— localement ¢ %4-&'[?]:]-0,3?:: E=E'§'~+L§—.

Le premier terme de la densité d’énergie volumique ¢ s'interpréte comme une densité volu-
mique d’énergie cinétique de la particule fluide, le second terme comme une densité volumigue
d’énergie potentielle emmagasinde par le flude.

* Pour une OPPH, la vitesse de propagation de I'énergie est égale a la vitesse de propagation ¢

de I'onde. En revanche, une onde stationnaire ne transporte pas d’énergie.

 Réflexion el transmission

# UUne onde sonore progressive plane en propagation dans le sens des z croissants tombe sur une
interface plane infinie située en z = 0 entre deux fuides. L'onde est en partie réfléchie et en par-
tie transmise. Sous incidence normale, a 'interface ;

— il v a continuité des champs de vitesse :
t{z=0)+8 (z=0,1)=0 (2=0,1);

—1il v a continuité des champs de surpression :
ple=00)+p(z=00)=p{z=0.).

i i I T -
L-opyrighted materia
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# Pour une OPPH, les conditions aux limites & 'interface (z = 0) s¢ traduisent en représentation
complexe par deux relations entre les amplitudes des champs de vitesse et de surpression :

g it o
Les coefficients de réflexion r, et de transmission ¢ en amplitude des vitesses, les coefficients de
réﬂe::i.nnr, et de transmission t, en amplitude des surpressions, sont 4 l'interface :
r =E:I—_-—§|1 I =-—-2-EL- r =Ei-:§l- I =-—E;—-
* Z 4+, L +E, v ARy g EHE,
De méme, les coefficients de réflexion R et de transmission T des puissances sonores sont :

]
Ry a 5;1 er T=r‘Ei-=-‘l—z|Ei'—1 ,avec:R+T=1.
"I Z 2, "Z, (Z,+Z)

Mise en ceuvre

Comment mettre en équation un probléme de propagation du son ?

L'une des difficultés de ce probleme réside dans la manipulation d'un grand nombre d"équations.
=+ Savoir faire

@ Ecrire I'¢quation d"Euler associée a un bilan mécanique. Il faut prendre garde a ne rien
oublier :

P = [%f—ﬂa-zr-d}ﬁ]r gradp, + f,

ou [ désigne les forces volumigques autres que les forces de pression.
@ Ecrire I'équation de conservation de la masse.

@ Ecrire une troisicme equation associée a un bilan thermodynamique. Dans le cas d'un fluide
en écoulement isentropique, on utilise le coefficient de compressibilité isentropique ¢

- L[EEJ‘
" P\,
© Linéariser les équations en posant :
Pt =P ¥ Pravec [p| = p,
[pfzﬁ.ﬁmvec 1P| = py
et en ne conservant gque les termes du premier ordre.

@ Coupler ces équations pour obtenir I'équation d'onde associée soit & la surpression p, soit d
la masse volumigque p, soit 4 la vitesse ©.

- O O - O . O - O . . - - . - . -

r-‘_-----_'_----'_-

- - - . . . e . dh_*d*u‘---------------J




[§

= Application

L'air est assimilé 4 un gaz parfait sans viscosité qui évolue de maniére isentropique en présence d'une
onde sonore. Ecrire les éguations linéarisées en négligeant I'influence de la pesanteur. En déduire
les équations d'onde pour p,p et ©,

Solution
Les trois équarions fondamenrtales sont :
0 I"équation d'Euler :

por| 32+ 00|~ ra,
@ |"équation de conservarion de la masse :

Wy
e
@ "équation associée 4 1'évolution isentropique du fluide :

_ 1%
- P.[H_P:L],'

+div(p, _©)=0;

© En écrivant :

P =P + Py avec |pl = p,
et

P =Py + pravec |p| = p,
on obtient les éguations linéarisées :

o T -
() pyr=—gradp

4'I:E',l %+p,divﬁ=ﬂ

(3) p=p,x.pP

'Il"t:!'::lil.li:nn:ﬂ =pux_%,n:¢qnidnme:

dt
1_%9 +dive =0,
Pmsmdn[%] = - Ap, ce qui donne :
" ; d*
Py3; (div©) = - Ap, soit: pyt, SF = 4p.

D’ou finalement :

Fp 1
l —c’Ap=0 ,avec c= .
.3 b,

e Copvrighted materis
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On a également :

¥p_
= cAp= ul

L'ecoulement etant irrotatonnel, on déduit aussi :

! ]
‘ H—cﬂu*ﬂ ‘

Methode n™2

Comment calculer les coefficients de réflexion et de transmission
amplitude a 'interface entre deux milieux ?

Une OPPH acoustique tombe sous incidence normale sur la surface de séparation entre dewux milieux.
= Savoir faire

- - - - - - - - - - - - . .

@ En représentation complexe, écrire I'onde totale dans le milieu 1 comme la superposition de
I'onde incidente et de I"'onde réfléchie :

§,=8+8, et p=p+p

=1 —r

{(I'onde réflechie se propageant dans le sens des = décroissants, I'exponentielle complexe s écrit
eflmenkay,
@ Ecrire les conditions aux limites a 'interface (2 = 0) :

— continuité de la vitesse ;

— continuité de la supression ;
@ Introduire les impédances acoustiques Z, et Z, des deux milieux. Pour "onde réfléchie, on
a:

pE=-5¥

@ Introduire les coefficients de réflexion et de transmission cherchés. Résoudre le systéme de
deux équation & deux inconnues correspondant.

L-----------------------------------------J

------------J

- Application

Deux milieux caractérisés par Z, = p ¢, et £, = p.¢, sont séparés par une interface plane. Une OPPH
s¢ propage du milieu 1 vers le milieu 2. Elle arrive sous incidence normale sur la surface de sépa-
ration des deux milieux. En représentation complexe, on note :

ik}
Tz, ) =v, /™" G aveck = i
1

On suppose que les ondes réfléchies et transmises sont aussi des OPPH de méme pulsation o, en
propagation selon la direction .

Calculer les coefficients de réflexion et de transmission en amplitude des vitesses r et e,




Solution
© L'onde dans le milieu 1 est la superposition de 'onde incidente et de 'onde réfléchie :

Gi(s D =p_oh i g aioehdy

De méme : €,(s,0) =g &™) i, aveck, =

S e

vy, Lamplitude de 'onde réfléchie est & priori complexa, car elle peut contenir un déphasage (de méme pour la
surpressign).

@ A 'interface {z = 0), les continuités de la vitesse et de la surpression s’écrivent :

§,00.0=5,0.0) =v_+z. =1, (1)
p 0= p (0,)= p (0,0)+p (Oe)=p (0,1) (2}

® En introduisant les impédances acoustiques Z, et Z, des deux milieux, I'équation (2) devient :
Z,800,0-2, v (00 =2Z,5 (0,1
soit: Zo —Z,p =Z,p_ . (2%
© En introduisant les coefficients de réflexion et de rransmission en amplitude des vitesses, il vient :
(1) ==14+r=1¢.
2 =Z (l-r)=2Z.

La résolution de ce systéme de deux équations @ deux inconnues donne :
"TZ,+Z, *TZ,+Z,

Copyrighted material
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ercices

Niveau 1

Ex. 1 Ondes acoustiques planes

Un fluide parfait non visqueusx est imtalement su repos.,
La pression et la masse volumigque v sont uniformes
dgales & p et v, ef [ vitesse des particules de fluide est
nulle. Une opde sonofe se propage dans ce fluide dans
la direction (=2, dans le sens des = crodssants, € met
les particules de fluide en mouvement. Localement, la
masse volumique devient r, + r, la surpression p(z.f) et
la witesse d'une particule fluide & (g0,

La perturbation est 4 'origine de vibrations longiru-
dinales suffisamment faibles pour se placer dans le
cadre de I'approximation acoustigue. On introduit
I"élongation E(x,¢) d'une particule de fluide par rap-
port & sa position d’équilibre repérée par =. La vivesse
acoustique, suivant le vecteur unitaire de 'axe Oz,

s'écrit alors : _
= %?- ’

On note 3, le coefficient de compressibilite 1sentro-
pigque du fluide, supposé constant,

1} Do considére une tranche de fluide d'épaisseur bz
au repos, de section 5, de volume 6Y, = 58z, Mise en
mouvement, son volume devient V(z) & I'instant 1,

a. Exprimer 6% en fonction de 8V, e1 de gé :
=z

b. En appliquant la relation fondamentale de la dyna-
migue 8 ceme ranche de fluide, montrer que I'elon-
gation £ est solution d'une équation de d"Alembert.
Qruelle est la vitesse de propagation ¢ du son dans |2
Muide ?

¢. Donner la solution générale de ["équation précé-
demment obrenue, BEn déduire 'expression de la vitesse
2,0}, En déduire celle de la surpression oz, 1) en miro-
duisant I'impedance acoustque caractérisugue £ = p ¢
du milicw.

2) En "absence de transferts thermigques et en pre-
sence de forces extérisures de pression seulement, le
premier principe de la thermodynamique s"écrit loca-
lement sous la forme :

d v . 2
p*‘* E[h +EJ . —d.ﬂ"{_?m_ﬂ:]

oi w désigne "énergie interne massique du fluide.

a. En utilisant "éguation d’Euler, simplifier la relation
précédente.

b. Dans 'approximation acoustigque, montrer que
I"énergie interne volumigue pu peut s'écrire comme
la somme de deux termes et qu'il est possible de défi-
nir une epergie potentielle volumigue acoustgue par ;

| -
S

c. En déduire gue 1'énergie volumique moyvenne totale

5'éCrit ;
o)

pour une onde acoustigue plane progressive, BEn déduire
l'intensité acoustigue I d'une onde plane progressive,
définie comme 'énergie movenne [CAnsmise par
seconde par unité de surface du front d'onde.

Niveau 2

Ex.2 Ondes acoustiques sphériques

Une onde sonofe émise depuis une source pratigue-
ment ponctuclle se propage dans toutes les directions
de "espace. L'onde ¢mise n'a pas la structure d'une
onde plane, mais celle d'une onde sphérigque. Pour
rendre compte des propriéeés de cette onde, on doit
crudier la propagation du son dans un espace a trols
dimensions, Danz le cas o le milieu dans lequel se
propage 'onde esr isotrope, 1"équaton d'onde est
endcore une équation de d°Alembert comme nous allons
le voir ci-dessous.

1) On rappelle gue le laplacien en coordonnées sphe-
rigues, pour un probléme présentant la symeétrie sphé-
rigue; peur $'écrire

_180m)

ap=-=0

roogr
a. Montrer que dans les condigons précisees plus haut,
I"éguarion de d°Alembert pour une onde sphérique

5 il : "
Pip) L3 m)

L ={-
ar ar®

b. En déduire 'expression de la solution générale et
I'interpréter.

2) On adopte une représentation complexe pour la sur-
pression poet le champ de vitesse € .

a. Justifier une expression de la forme ;

f=%exp[ﬁm—h+ mil]-

b. En déduire "expression de la vitesse ¢ & grande
distance. Préciser cette dermiere hypotheése,
¢. Montrer que I'intensité acoustique [ de I'onde peut
&'éerire ¢

1=ZRelp-v*],

3) La source sonore est une petite sphére impermiéahle
de rayon moven r, qui effectue des oscillations har-

CRErEies




monigues radiales d'amplitude r_, & la pulsation a. On
suppose que r oy, etgue r ok (longueur d'onde
acoustigue).

a. Avec les hvpothéses précédentes, mouver Iexpres-
glon de A en fonction de v

b. En déduire I'expression de la puissance acoustique
moyenne gul traverse ung sphere de rayon v,

. A aide de ce dernier résultar, expliquer pourquoi
on utilise des hauts-parleurs de » petite talle s pour
emettre les 2ons aigus ot des hauts-pareurs de « grande
taille ¥ pour émettre les sons graves.

Ex.3 Adaptation d'impédances

1} Dreux milieux d'impédances acoustiques £, et £,
sont séparés par un plan orthogonal 4 la direction Oz,
L'osigine des axes est chodsie dans ce plan, les axes Ox
ey Oy érant contenus dans ce plan, Une onde sonoee
plane progressive se propage suivant la directon Oz
du muliew 1 vers le milieu 2, dans le sens des 2 crons-
sants. Elle tombe sows inddence normale sur e plan
de séparation. Une onde réfléchic o1 une onde trans-
mise prennent naissance au ndveau du plan. On sup-
pose que ces ondes sont planes, de plan d'onde
arthagonal & Maxe Oz,

a. Rappeler les conditions de continwité des surpres-
sons et des vitesses sur la surfuce de séparation,

b. Définir les coefficients de reflexion r, et de trans-
mission f, relatifs aux surpressions. Les exprimer en
fonction de Z, et Z..

¢, Justifier rapidement le fair que IMintensite aooustique
&"écrive, pour une onde plane, sous la forme ;
_wpte

-z

d. Définir les coefficients de réflexion B et de mans-
mission | relatifs sox incenaites. Wérifier la conserva-
tion de I"énergie,

€. Le milizu 1 est de I'air sec a 290 k., de masse voha-
migue p o= 1,22 kg -m dans lequel la vitesse da son
vaut v = 341 m. 57, Le milicu 2 est de Peaw de masse
volumigque p__ = 10" kg-m ™, dans lequed la vitesse du
son vaut v =1 400 m-s",

Calculer R 2t T

f. Pourgooi dit-on que les impédances de "air et de
I'eaw ne sont pas adapiees ?

2} Une onde sonore plane s¢ propage 4 présent de 'ean
{makiew 1) vers un détecteur (milicu 3} aprés avoir tra-
versé une mince couche d'air (milieu 2}, On note [,
I'intensité due son gui s propage dans le milien 1,
Lorsgue cette onde tombe {sous incidence normake)
sur l'interface eau-air, elle 25t en partie réfléchie et en
partie ransmise. On note R, et T, les coefficients de
réflexion et de transmission en intensité. De la méme
fagon, a Minterface alr-détecteur, on definit les coefhi-
cients B, et'T,. On suppose que les milieux sont non
absorbants.

a. Calculer les valeurs de R, T, R, erT,.

b. En asdmettant que I"on puisse neghger l2s phéno-
miénes dmterférences entre les ondes, montrer gu'avec
les waleurs précedentes des coefficients, 'intensiee

sonore L, regue par le dérecteur peut s"écrire |
TIT:
1-RR, '

1

c. Compte tenu des valeurs des impédances acous-
tigques des milisux, montrer que ;

4Z

e

z.’uu +E’.ﬁwﬂ:r'

]

Ondonne: £, =3-10%kg-m*-57,

d. La couche dair est remplacée par une couche de
glycenne pour laquelle £ = 2,4 - 10°kg-m - 5. Que
devientient les réaulians précédens ¥

&. Chue pensez-vous de TMutilisation J"un gel & base de
glycérine lors d'une échographic ?

Ex. 4 Impédance ramenée
U tuyvau sonore de section constanite, 4 axe Oz, conte-
nant de 'air, est fermé a 'une de ses extrémités, située
en ==L, par un marériau d'impédance acoustique Z_.
Une OPPH incidente se propage dans le tuyau dans
le sens des = croissants, Elle donne najssancs d une
onde réfléchie. En représentation complexe, on note
p, la pression acoustique de 'onde incidente et ¢ le

coefficient de réflexion en surpression en 2= L.

1) Exprimer r en fonction de Z_ et de 'impédance
de I"air £,

2) Donner les expressions de p , v, , Pression acous-

tigue et vitesse relutives i I'onde incidente, puis cellas
de p, 7, ,presson acouwstique of vitesse relarives &

I'onde réfléchie.
3) Om définit "impédance ramenée par :
_ pisl
Liz)= o)

Trouver "expression de Zi=),

4) Dhscuter les cas suivanits !
_?__ = o=, ?_'“ =} (L] E_ =E_I .

Ex.5 MNotes émises par un instrument & vent

1} Un mivau sonore de révolution d'axe O est com-
posé de deux parties cylindrigues de sections respec-
tives 5, et 8., raccordées par une discontinuiré brutale
de section située en = = L. On désigne par p, ls masse
volumigque du fluide su repaos et par ¢ la vitesse de pro-
pagation du son. Soit p Mamplinsde de [a surpression
créde par une onde se propageant le long du noyaw dans
le sens des = crodssants. La discontimuaing engendre deus
ondes supposées planes ; une onde réfléchic ¢t une
onde transmise, En outre, "existence d'une disconri-
nuité de diamérre conduit 4 généraliser |expression de



I'mpédance acoustique en prenant en compte le débir
volumigue plutdn que la vitesse des particules de fluide -
i
F == .
-
@ D¥rerminer 'expression du coefficient de réflexion
ren surpression en fonction du rapport |

_;.;:El .

5,
En déduire le coefficient de reflexion B relatif aux puis-
sances acoustngues en fonction de x.
b. Tracer I"allure de la fonction B(x) et préciser la signi-
fication physique de son minimum.
c. A quelles conditions physiques correspondent les
limites x — 0 et x =+ == a 5, fixé ? En déduire les condi-
tons d'extrémivg en termes de pression et de vitesse
dans les deux cas,
2} Un instrument & vent peut &tre considérd comme
un tuyau sonore de longueur L vérifiant & ses extré-
mtes I"une ou Pautre des deux conditions aux hrmites ;
tayay ouvert ou tuyaw fermé, Il s¢ comporte done pour
certaines fréquences comme un résonateur siege d'un
systéme d'ondes stationnaires de longueur d'onde A,
Les iréquences assocides constituent les modes propres
de I'instrument et correspondent aux notes gqu'il est
capable d"émettre. Un jeu de conditions aux limires
sera dit pair i les conditions aux dewx extrémités sont
de méme nature (ouvert-ouvert ou fermé-ferme) et
impait 51 les conditions aux deux extrémités sont de
nature différente (ouvert-fermé),
a. Montrer par un raisonnement physigue simple gue
la pore fondamentale, note la plus basse émise par Iins-
rument, ne dépend que de la longuewur L du tuyaw, de
la vitesse de propagation du son ¢ et de la parite.
Dionner 'expression de la fréquence correspondanite.
b. Powr les applications numériques suivantes, la vitesse
du son dans "air sera prise égale & 340 m - 57,
= La flite traversiére est un instrument considerd
comme ouvert d ses deux extrémités, Determiner la
longueur de 'instrument pour que son fondamental
soit la note mi de fréquence 330 He,
* L'anche d'une clarinette est assimilée & une extré-
mité fermée. A longueur égale, la clarinene joue-t-clle
plies havr ow plus has que 1a e ¢
* Le plus long tuyau d'un grand orgue mesure 10,6 m
ef émet une note fondamentale 4 16 He. Déterminer
la parité de son jeu de conditons aux limites.

Niveau 3

Ex.6 Pavillon exponentiel

Les instrwments & vent comme les cuivees ow les porte-
voix sont constineés d'un tuyau qui s"évase, appelé

pavillon acoustique, Ce dernier réalise |"'adapration
d'impédance entre 'intéricur de 'instrument et 1'air
libre ; I'impédance passe d'une valeur élevée & I'ineé-
rieur de "instrument i une valeur faible dans 1"air libre.
Le modele simple suivant se propose de justifier la
forme exponentielle du pavillon acoustiquee. Ce modéle
reste cependant trop simple pour décrire correctement
le phénomeéne. [ doit en particulier étre complété pour
prendre en compre exdstence d'une fréquence de cou-
pure en dessous de laquelle avcune propagation n'est
possible,

En raion de la variaton du diamétre du tube, on géne-
ralise I"expression de |'impédance acoustique sous la
forme :

&=

- h’

5 étant la section du mube de diamérre Do

1) On considére un tuyau de longueur totale L com-
posé de deux parties cylindriques de sections respec-
tives s et § > 5, raccordés par une discontinuité brutale
de section, Rappeler I'expression du coefficient de
transmission T relaof aux puissances acoustiques.

2} On considére maintenant un tuyau de longueur
totale L composé de trois cylindres de méme longoeeur,
de sections respectives 5 < 5, < 5. Exprimer le coeffi-
cient de ransmission global T. Montrer qu'il est maxi-
mal pour §, = .JE et donner "expression deT__ .
3) Un muyau de longueur totale Loest & présent com-
posé de N cvlindres de méme longueur, de sections
5, kEIﬂ,r:- 1] yavec S =ret S, w5,

a. Erablir la loi 4 donner aux sections 8, pour que le
ecocfficient de mansmission global aoit maximal.

b. En déduire "expression de T en fonction de

i

€« On veut passer 4 la limite contimoe ™ — =, On pose
£=m— |. Monrer que :

1 (5
= -1
£ N—l[.! ]

T, =i-(M-De*

d. En déduire que T tend vers | quand N — =,
fontrant ainsi que "adapration d'impédance est réa-
lisée,

L.
2. En notant x = £Ax avec Ax = H » MOnLrer que

et que :

gt
5= =[;] . En déduire que I"équation du pavillon
8 &0l
S(x)= 5™
Identfier le coefficient a.

Frgedicas




Solutions des exercices

Exercice de niveau 1

Exercice 1

1) a. Au repos, la tranche de fluide d'épaisseur dz a une section S et un volume 8V, = Sz,

au
repos 3
) =+ B
en i #
mouvement 5
1

a‘+;‘,l{=,:} g+ bz + {lz + 8=y 1)

En mouvement, on a :

&V =8 [z + 8z + E(z + Bz,0) - £ - E(2,0]

soit d 'ordre lendz: 6V = 5&-[1 + %}-Fmalcm:nt:

d<
E‘H'HI:].'I- E]Wﬂ

b. * Dans le cadre de "approximation acoustique, les calculs sont limités aux termes d'ordre 1
&n surpression, masse volumique et vitesse. En appliquant la relation fondamentale de la dyna-

mique i une tranche de fluide, on ne conserve que le terme E de 'accélération, celui en

dr
{a -ﬁ] 7 étant d’ordre 2. Ainsi, on a :

H —
p.aﬁ L —El'ﬂdp

en négligeant toute influence de la pesanteur.

{H. Moter agalemant la présence da p, et non p,_ = P, # P PUisque pv estunterme d'ordre 2.
Or ﬁz%ﬁ_ , d'oi:
P

&g —
p'u:la_;"". = - grad p.

* Il reste 4 exprimer la surpression p en fonction de £. C'est I'hypothése d'adiabaticité qui four-
nit la réponse. Avec :

H Chapatre 2 @ ODndes sonofes dans les Muidas



al'ordre 1,0na

r
'I;- Ay dénominateur, il n’apparalt que @ la surpression, | faut garder & Fesprit qu'il s"agit d'un terme d'ordre 1 qui
paurrait s"écrre - &p

i = 0 DUBACOME: p=p_ -0,
Avec le résultat de la question précédente, il vient: x, = - — ?,qmm:
p dz
|1
r= %, o=
* Finalement, on a :
erad L3, o 25 _ 1 2%
grad p % So1 e PUIS P, o3 = ~ 3

qui 5'écrit encore sous la forme ;

% %
ar a0

équation de d’Alembert avec une vitesse de propagation ¢ = ]—1—

Pa Lo
c. La solution générale de I"équation précédente s’ écrit :

Elz,0=flz—c) + glz+cp) .,

On en déduit 'expression de la vitesse v = ]_c_. :
14

w. ) ": '['E.-{g + crjl - _il"'l{z - cri] |

:c- On utilize ici la relation de dérivation des fonctions composdas

uif— 2=t ot Foes Aol doo (Fo o8 =Mal8) w1h

La surpression est donnée par p = -

Awvec L = p, ¢, 0n peut encore écrire :
d

. p= 2 [g*{g.— + cr] +j"’[£ - EI}] .

Endidichd




2) a. Avec I'équation d'Euler :
dg
ko dr

la relation issue du premier principe de la thermodynamique s’écrit :

d T . S
;nnmha[:.r-l-?]=—j.':ﬂwwa.'lr'.'t‘,-—*u-gri.-ﬂi!amIr

- _pap

du . di .o dx
Pudr I + Pwﬁm = —Pﬂdﬂ"i‘ + t"[p-ah E]
soit, aprés simplification :
du .
P e =-p  dive

b. Dans 'approximation acoustique, la relation precédente s'écrit :

du dv
Pogy = —lp +2) 51

f]'\. o est un terme d'ordre 2. La relation isswe du premier principe parmet de s'en convaincre puisque o est ajouté
- , , i i
E EL ,terme d'ordre 2. C'ast pourquai on ne garde que | terme én p(',—r . BLnon p’l—”. dans le membre de gauche.
[ ] il

Sachant également que v = % et que %=—Iﬁp,ilﬁ:m:
z

d d d
P35, = -{mw};{%] = u(e, +0) 5

3 % R | £
Poar T o [BRF TR
A une constante prés, I'énergie interne volumigue p,u s"écrit comme la somme de deux termes :

pl
Pt = Ao Pu P + L? :
En movenne, le premier a une contribution nulle puisque < p > =0, Ainsi :
<P = -::LP?::--
On définit une énergie potentielle volumique acoustique par :
¢, = 1,,%- .

€. L'énergie volumigue totale s écrit alors :

ot P
e
Pour une onde acoustique plane progressive, on a :
Blzy=flz—ct)y, v=—cfz—ct)y, p=-cZ fz-c1).
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D'on: p=Z v et e=pod puis, en valeur moyenne :

Cer=<pt>

Pour une onde plane progressive se propageant survant Oz a la vitesse ¢, I'énergic moyvenne trans-
portée, pendant la durée dr, dans le volume S¢ dr, est : < ¢ > 8¢ dr. D'od Iintensité acoustique :

z
<e=8¢c dr . 3 cp s
Il = ———; &0l : l = p‘ull: 2o’ > guencore: |1 = p

Sde Z

L3

-z:;- Cette relation est & rapprocher de celle obtenue en électrocinétique P = % puissance dissipée par effet Joule
* dans un conductaur ahmague.

Exercices de niveau 2

Exercice 2

1) a. Dans un espace i trois dimensions, |’équation de d’Alembert pour la surpression s’écrit
2

ap

a'rl- _:: .fl._j]‘=ﬂ!

BVEC o= ! dans "approximation acoustique.
Py Xo
Si le probléme présente la symétrie sphérique, la surpression p n’est fonction gque de la distance r 3
la source et du temps : p = p{ns). L'équation de d’Alembert sécrit alors :
p .1 )
dr’ rooor’

Ou encore :

E R ¢ dar?

b. L'équation précédente est une équation de d’Alembert & 1 dimension spatiale r. 5a solution géné-
rale est de la forme :

a%(rp) . M )

r_ﬂ[r,l'] = f[r— :r}l + g[r + .':I']-
Do

plr.a) = %I{r—c:} +%g[r+¢:} :

La surpression est la somme de deux termes :

- une onde sphérigue divergente qui se propage 4 la vitesse ¢ et dont 'amplitude décroit comme !-
r

— unc onde sphérique convergente qui s¢ propage a la vitesse ¢ et dont 'amplitude décroit éga-

1
lement comme - .
¥

.I;'- Londe qgui s'acrit fr— cff n'est pas plana mais sphéngue puisque, a tfixgé, la surface pour laguelle r— of est
© constant est une sphivve de rayon r.

2) a. En raison de la linéarité de I'éguation de d"Alembert, on peut adopter une représentation com-
“hreRl | pourvu que o et k vérifient la relation :

E i ing icas n

plexe et écrire le produit rp sous la forme P

o = ke,




_ 'ﬁ' jwmp — Br =@}
E{nr}l =—
avec k =+22 , traduisant I'existence d’une onde spherique divergente (en wr - r) et d'une onde
¢ €

sphérique convergente (en we +2 rl.
¢

. do — s . :
b. De la relation d"Euler p, FJ_:I = — grad p, on déduit, en représentation complexe :

i = op sOit © o v =jk +1
Pef@ L = === e A S
qui donne :
o= 1| g
- pﬁm[ r]—

A grande distance, on a kr >> 1 de sorte que p = p-
P, w
= - Agrande distance de |a source sonore, on retrouve une relation identique & celle obtenue dans le cas d’une onde

" plane. En effet, & grande distance, Fonde sphérique « ressamble » localement a une onde plana.

Avec Z =p.c et sachant que & = +2 o 1l vient :
¢

]
v=t—p.
tzE
¢. * Par définition, I'intensité acoustique T est :

[==x E::-
T ds

ou P est la puissance échangée par le volume 'V limité par une surface fermée 5§, avec 'extérieur. On
a:

dP = I1-dS

Avec une onde sphérique progressive, la direction de propagation est colinéaire au vecreur unitaire
radial i . En intégrant sur la surface d'une sphére de rayon r, dP s"écrit :

dP = M{r,0) dS.

Dol : 1= < Tl{rf) >, movenne temporelle de la densité de courant [(r, 7). En écrivant I = po,on
trouve :

(r,0 = pir.0vine, avec p{r,:}=% msl:{:.u—kr + q:]l et v{r,r}:% % CﬂE{ﬂH—kr-lr l.p}.

| Pour une onde émise depuis une source, dans tout Nespace, seule 'onde divergents existe. Londe convergante
ng peut axister que si un obstacle renvoie l'onde incidente vers |a source,

Di'on ; . A
z . 1
F{m{mt—kr+¢]},mt. I=2_1':.-_*'

2
[ = &
zl’

[E1EE.

80 kg
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= Avec la représentation complexe, un tel résultar ne peut étre obtenu directement en raison du carac-
tére quadratique du terme p4 . Cependant, le résultat précédent peur encore étre obtenu en remar-
quant que ;

]

- 1
{Eﬂ e — ]
E F

[

ﬁj
O —
P Z

Ainsi, pour une onde harmonique, on 4 :
1
[ === pp*= |.

- 2 iﬂ d
3) a. La membrane de la source sonore étant impermeéable, il v a continuité de la vitesse radiale sur
la sphere oscillante. Puisque r_ << r, on peut se contenter d'exprimer la continuité sur la sphére de
rayon r,. Ainsi :

d
v(r.t) = i (r, + 7, cos(w,z))

dv _ dp

avec v(nr) donnée par p, 6‘_= _ﬂ_ » Mous avons établi, 4 la queston 2. b, en représentation com-
I r

plexe :
o - L[;E ; i} .
p, r
Do, én représentation réelle :

A kB A |
o(ryt) !F'r._ﬂl = cos (@ —kr ) + Hﬁ . sin (@r —kr+ ).

Puisque la condition aux limites est exprimée en r = r, et que, d'aprés 'énonce r, << A, I"approxi-
mation kr >> 1 n'est plus valable. Au contraire, on a &r << 1, de sorte que :

w[r,:} =

au voisinage de la membrane. Ainsi :

e r—li sh[ﬂ:t—krﬂp}
o

A 1 .
— — sin I[mr—krn+q1] = — wr, sm[m:].
P
d'om :
A
kr,—g=m e — — = wr
[LILE I
soit finalement :

9=hr,-T et |A=pwirri
b. L'intensité acoustique établie a la question 2.c, a grande distance de la source sonore, est :
Py (Y
[= o[ o
5 (3] e
La puissance acoustique movenne qui traverse une sphére de rayon r est alors :

2
P=1x4nr® soit: P = &’f [[':"'far
i

Exargicas n




€. Ce résultat montre gque la puissance acoustique dépend de la fréquence de 'onde sonore et de la
taille de la source par I'intermédiaire du terme (wr,)*. Ainsi, pour p,, ¢ et r, fixés, si la valeur de P
est imposée, on constate que le produit wr, est fixé. Les sons aigus (o «élevée +) doivent done étre
£mis par des sources de « petite » taille r, alors que les sons graves (wo « faible #) doivent étre émis par
des sources de « grande » taille r,.

Exercice 3

1) a. Sur la surface de séparation de deux milieux, il ¥ a continuité de la composante normale de la
vitesse et continuité de la pression acoustique. Dans les conditions de 1'exercice, ces conditions s’écri-

WETil <

| ﬂ.[s D,I} + -z.'r[: = i]'_.,t} = T.II{.E' ﬂ_.,t]
pr.[z = -EI,IJ + pr[z = D,I] = pl{a'“= 1],!]

o0 les indices 1, , r font respectivernent référence aux ondes incidente, réfléchie et transmise.
b. On définit alors les coefficients relatifs aux surpressions par :

Pr{3=ﬂz'l} PP{E::D?!}
=g ® n=—0——-
p(z=0,t) p,[2=0,1)
Pour une onde plane, les conditions aux limites s’ écrivent :
P, ¥ =P,
Pu _ Pu _ Pm
zl zI z.!

en termes d'amplitudes. Alors :

| Dans la condition de continuité relative aux vitesses, le signe «moins: powr 'ande réfléchie traduit le fait gue
calle-cr se propage dans le sens des Fdacrossants,

c. Dans le sens de propagation de I"onde, l'intensité acoustique est définic par ;
I = {E}, avec dP=11-dS.
ds
Do
I=s<l>, avec [=|puv].
Pour une onde plane, progressive ou régressive, on a .

Il =Zlv|.
P = p >
Doa: M= =— is I=s———
z * M 7
d. Les coeflicients relatifs aux intensités sont
I I
R=—L & T=-%
I| [r

[l
B2 = = ———
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< _2::_ 2 2
1 = P :1,={P’ ::r'lI:f-:p, >
EI. IE:I z:t
Avec p=p cos(urt kz),ona:
2
cpiy = Bn
F 2
D'on :
z 2
R:{P—"'] et T=£L [Eh.]
PIH EI P—
80t :

Finalement, on trouve :

1
R= [u] o« | T= 224
Z+ Z, (Z,.+Z,)

On vérifie facilement que R + T = 1, relation qui traduit la conservation de 1"énergie, en 1'ab-
sence d'absorption.
€. Avec les valeurs proposées, sachant que Z =pc,on a :
Z, =416kg-m*5' et Z_=1,4 100kg-m?.57,
Dot les coefficients relatifs aux intensités :
R = 99,88% ea T, = 0,12%.

i

f. Les valeurs obtenues montrent que "onde incidente est presque totalement réfléchie. L'adaptaton
d'impédance consiste, au contraire, i transmettre toute I'onde dans le milicu 2. Les impédances de
1"air et de I'eau ne sont donc pas adaptées.

2) a. En reprenant les résultats de la question 1, on peut écrire :

[z -z 4Z 7
(zq+2,)

oo 422

! (Z 1+2,]2

T, T,

h\"x
H T,RRTI, s

milieu 1 milien 2 milieu 3

|

|

|

1
(8]
Lad

Exargncas




N\ Par souci de clarté, les trajets des ondes ne sont pas perpendiculaires aux surfaces de séparation. Les calculs
ne sont cependant valables que pour une incidence normale

MNeégliger les phénomeénes d'interférence revient 4 exprimer que 'intensité 1, est la somme des inten-
sités transmises. Ces derniéres sont de la forme : T, (R,R )T 1,00 n & N . Ainsi:

I, =T T,g (R,R,) 1.

r]
:Z;!.' On rappelle gue 5 lgql < T, alars

Finalement, on trouve :

= —t-i |
1-R,R,

c.Posons Z, =2 ,Z,=2 . Z, =2, . Comptetenu des valeurs des impédances, on a :
LZ=<Z e Z,<<Z.

]
- 4
Alors: R =[: E'J et TI={—E[—2,EW.': i=1,2. Puisque g << l,ona:
1+ €,

R=(1-¢) =1-4¢ e T,=4de,.

Alors: 1-R R, = 1-(1-4¢g) (2-4e,] soit,d lordre 1 ene ete,:

1-RE,=4(g +&,).
Deméme: T T,=16gE,.

DYoh :
£ .5
4eg € £ £
[, = —L— 1, soit: 1, =4 =—4—* 1.
g+ E Z, . Z.,
zl 2'1-
Aprés simplification, il reste :
4 Z
I, = —— I,
L+ Z
Numériguement, On ouve un rapport
1
= =310,
II

L'onde sonore n'est pratiquement pas transmise jusqu’au détecteur.

d. En remplagant I'air par la glycérine, les impédances sont du méme ordre de grandeur. Les coef-
ficients de réflexion prennent alors des valeurs sensiblement différentes de 1. La transmission est
alors meilleure. Numériquement, on trouve ;
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R=7% et T, =03%
R,=1,3% et T,=987 %.

D’ou le rapport : .
=+ =10,92 .
I ¥
e. Les valeurs précédentes nous montrent que 'onde incidente est 4 présent presque totalement
transmise. Elle peut étre raisonnablement captée par le dérecteur. Ce résultat permert de justifier
I'emploi d'un gel & base de glycérine pour realiser une échographie. Le corps humain, essentielle-
ment composé d'ean, joue le rdle du milieu 1. Le gel permer d’assurer I'adapration d'impédance
entre le corps humain et le dérecteur.

Exercice 4

1) L'onde incidente se propage dans I"air, d"impédance acoustique Z , et se réfléchit en x = L sur
un matériau d'impédance acoustigque Z_. Le coefficient de réflexion r relauf aux surpressions
g'&crit ;

Sl A}

= A +E

L.I".!"n. Le coafficient da réflaxion r estréel. Pour retrouver SO mopression, voif l@ cours ou l'exercice 3
2y Pour I'OPPH incidente, on peut écrire, en réeprésentation complexe :

£
p=p, ™™ et g ==

Pour I'OPPH réfléchie, se propageant dans le sens des ¢ décroissants, on a :

_ﬂ:l.lr & E:I- _ r
= et u =-kt
B = Bt g,=-£

En z = L, I'existence de la réflexion & vout instant, impose ;

P, {z = L,r} = ;;E{s = L,:],

relation qui donne : p_ e = p.. e goit : b =rp i
Ainsi, on peut écrire :
EIII,:] =P, g_.-‘:u.'-u] E,['E-":] =rp £_||ﬂr+l:-:|j,|_|

1 1
8o = 3 a(o0)  |efad) = -3 p (o)
3) En tout point du tuyaw, @ tout instant, la pression acoustique et la vitesse s"écrivent :
g=p*e « r=nts.
Dol I'expression de I'impédance ramenée ;

kz-2EL)
=TT

[ e

PECLE
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s
ez —
Z + Z
Ou ENcare §
g g 2Za0 k[L—zq+2_fEnsh[&{L—a}1l
" 22, cos| k(L—2)|+2jZ,_ sin k(L-z)]
Finalement :

2+ Z, wolk(L-2)]
Z,+jZ, an|k(L-2)|

Zlz)= 2,

',t;.' Ce résultat est analogue & celui éabli dans "exercice 4 du chapitre 1, relatif & la ligne sans perte.

4) * Dans le cas o £_ = ==, cas d"un milieu dense par rapport a I'air (paroi), on a:

, FA
L= -] et r =1.
n | k(L - z)]
L'onde incidente est totalement réfléchie. Le tuyau est alors le siége d’ondes stationnaires o les
neuds de la surpression correspondent aux ventres de la vitesse et inversement. En outre, enz =1,

nIlla':Er = EI ﬂﬂ: = _EJ-
Doas :
w(z=L,t)=0,
En z = L, on obtent un neud de vitesse,
ruyau tuyau
. - neeud = | — Fenire
vitesse SUTPréssion

* Dans le cas m':l?.’._'=l],:ﬂsd'u.t'l milieu peu dense par rapport a 'air, on a :
Z=jZun[kL-2)] e r=-1

L’onde incidente est encore totalement réfléchie. Le tuvau est le siege d'ondes stationnaires comme
précédemment, mais en £ = L, on a d présent un neeud de pression :

E{z — L,:] = 0.
Tayau tuyau
N 1
}CXF bzl neewud
L =z L =z
vitesse surpression
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«Dans le cas o Z_ = Z . on trouve :
Z=Z e r =0.

o

L'onde incidente n'est pas réfléchie. Tout se passe comme si 'onde se propageait dans un milieu
illimité spatialement.

Exercice 5

1) a. 51 Z, =Sl pc et L, =SL p, ¢ désignent les impédances acoustiques des deux milieux
[ 3
séparés par la disconuinuité, on a : -
i
Z, + Z

ﬂ!'& Co résultat a déj été démontré plusiours fois. Nous Futiisons drectement dans cet exercice

h

=—2=y,0n4a;

Avec : =&
EI

NN

H
1-x

F= =
1+ x

Le coefficient de réflexion R relatfl aux puissances acoustiques est : E=rf Do

b. Etudions les variations de R. On a
ﬁ=2[dx ':I'“".],sr.:nit:E 4R

R

=1  aindi 9B cannule en x = 1. T s%agit d’un minimum. D'oi Iallure
[x+1) dx
de la fonction Rix) donnée ci-dessous :

. dR
idonne: — =4
a d..t=

R

Outre les variations da R en fanction de & une analyse rapide de Rix montre que B =1 en x =10 &t X — = Comma

I : - . 3 f
" 0=R=1pourdes raisons physiques et que R dépand contindment de & x = 1 corraspand & un minimum.

Enx=1,ona§ =35, Ladiscontinuité n'existe plus. L'onde incidente poursuit sa propagation sans

réflexion.
- E:.-B rni’;uﬁ F




S

¢. Lorsque x — 0 4 §, fixé, cela revient & prendre 5, = 0. Le tuyau est fermé en z = L et 'onde est
totalement réfléchie (R = 1). Lorsque x — =i S, fixé, cela revient & prendre 8, — == Le tuyau est 4
présent ouvert en 2 = L et "onde est encore totalement réfléchie.

Alnsi, gue le tuvau soit ouvert ou ferme, il v a reflexion totale de Monde 3 son extrémité. Toutefois,
ces deux situations se disunguent par les conditions aux limites gu’elles imposent. Quand le uyau
est ferme, la continuité du débit volumique en 2 = L impose :

piz=L)=0.
Le tuyau de section 3, est fe siége d'ondes stationnaires qui présentent un neeud de vitesseen z =1L

Quand le tuyau est ouvert en = = L, il est le siége d"ondes stationnaires qui présentent un noewd de
surpression en o = L.

plz=L#)=0.

2) &, Le tuyau etant le siege d"ondes stationnaires, on peut tonjours écrire le champ de pression
acoustique sous la forme :

playt) = p, cos(wr + @) cos(ks + §)

avee k=2 et w = 2nf, fétant la frégquence de ["'onde.
[

Ce sont les conditions initiales et aux limites qui permettent de déterminer P @etd Mais cela
importe pew icl. 11 nous suffit de connaitre la nature relative (paire ou imparie) des conditions aux
extrémités pour trouver la fréquence fondamentale,

« Poar un jeu de conditons aux limites pair, on a, a tout instant :
Pl =0.0) = plx = L)
que p soit nulle (fuyan ouvert) ou maximale {tuvau fermé) anx deux extrémités.

Alors
cos (EL+ 0] = cos ¢

gui donne : EL=21xn, v & 7. Avec & :E—R £ il wient ;
&

M

Jll-b_L

La frequence la plus basse est obtenue pour m = 1, Clest la fondamentale ; f= £ . Ainsi:

fo=nf avec n € M (conditons paires).

* Pour un jeu de conditions aux limites impair, on a, 3 tout instant

IS
p[¢=l},:]|=p|r::=L —,:]
| 2

ou A désigne la longueur d'onde donnée par 2?1 . Alors :
cos (L1 + ) =cos o
guidonne: AL -m=2rn(n-1), n ¢ H". Do ¢

£ :[En—l} i

(=" =]
l:-j_h .- — E—
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La fréquence la plus basse (pour laquelle n = 1), est :

__£
1
On a alors : _
f,=(2n-1)f, | avec n € N° (conditions impaires).

b. * Pour la fllte, avec des conditions paires, on a :

il ‘o =i= M
,ﬂlE,dml. L 7 103 cm

* Pour la clarinette, les conditions impaires imposent :
[
h=ar

Avec L= 103 cm, on trouve =T , BOIL

S, =165 Hz.
La clarinerte joue donc plus bas que la flite.

* Avec un tuyau de longueur L= 106 metf, = 16 Hz,on a:
Lf =1696m-5

qui correspond & la moitié de la vitesse de propagation du son dans 1"air. Le tuyau a done un jeu de
conditions impair.

Exercice de niveau 3

Exercice &6

1) Lorsqutune onde sonore est transmise d'un milieu 1, d"impédance acoustique £, vers un milieu
2, d'impédance acoustique £,, le coefficient de transmission en puissance s'écrit :
4 Z Z
T=—"1"=.
(Z,+ Z,]

Dans notre probléme, les milieux sont de méme nature. Seule la géometrie du tuyau modifie les
expressions des impédances acoustiques: s Z, =58 Z, = g¢.c. D'od

42,2 4%
T:—l—i—:- qmdmn:; Tw= -
{l + EI. zi}l [1 + E]

5

2) Avec un tuyau composé de trois cylindres, le coefficient de transmission global est simplement
le produit des coefficients de transmission locaux :

ExXErcices H



Pour rechercher la valeur de 5, qui rend T maximal, on exprime tout d’abord In'T en fonction de
S, puis on calcule la dérivée logarithmigque. Ona:

i T=-2 ].t'l[1+ El]-:! In[l+si]+ C
’ 1

o C ne contient que des termes en s et 5, indépendants de 5. On a alors :

ar __, 4§  , 45 _S
T 51—5] 5 S+SI

]
.. dT __ dS $$ - 87
P T 725, [i+s) (5+5)

. dT .
Ainsi Eﬂﬂ 5 St=w.|"i_5'-

On peut facilement se convaincre que T[-J'E} est un maximum car T est une fonction continue
positive de S, qui s'annule en 8, = 0 et 5, infini. On a ainsi :
16 S

_ 3

T- - 4
5

3) a. Envisageons les sections 5, |, §, et 5, . Pour que la transmission soit maximale entre : =5, et
5 =8, ,, elle doit I'étre entre 8, | et 5, . La relation établie a la question précédente :

5
5,* = 53 peut s'écrire —JL =3 Elle donne, dans notre cas :
1

Sﬁl = 5, , pour tout k=1, 2, ..., N=2.
5, 3,

Le rapport 2L est constant. Notons le s pour la suite.
ke

b. La relation précédente donne alors :

Sy o S _5 _§
Sn.'-: SN-'! S: 5| S-:|-
5.
En faisant le produit de tous ces rapports, on tmouve —El:—'l'- . SOIL E CAves la déhmoon de m don-
née ci-dessus, on a - o £
E —] mH 5
5

Le coefficient de transmission entre 8, et 5, est:

4

P
::"..I —— — T
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Le coefficient de transmission global maximal est alors :

puis & 'ordre 1 en € :
5
==1+(N-1)¢.

[
ol
'I{, On rappalle que 51 Ixl<<l,ona: (1+x"=1+nx

Ainsi :

41+ )

= s BOIL :

{2 + E}:

A

-1

A I'ordre 2 en £, on peut écrire :

T, =[(1+& (1 =g)]%", soit:| T, =1-(N-1)8|.

d. En reprenant le résultat établi a la question précédente :

asay

on trouve finalement ¢ $ P

e NM-1]s

Quand N — e, on obtient T~ 1. La transmission maximale realise, dans ces conditions, une
adaptation d'impédance parfaite entre 'entrée du muyau et la sortie,
e. Avec |es notations proposées, on a :
E—':n.r*:PlJiﬂ: iZ[E]m
S, 5 5
A la limite continue, on a :
4 N x
(N-1) &x N-1 L

qui tend vers E quand N tend vers I"infini.

E s i “




Ainsi 5, = 5(x) avec :

gL
S(x) =s|—=| -
[ } [ 5]
Mous venons d’établir la loi de variation de la section du tuyau qui réalise 'adaptation d’impédance.
Une telle loi permet de justifier la forme donnée i certains instruments de musigue (rompette, cla-

rinete) ou i un porte-voix, On peut écrire :

Sx)=s5", avec a = g M[E)
2 &

L

r{x:]: IU[E]L
x %
42
avecr=,[—
w
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CHAPITRE

B Ondes

électromagnétiques
dans le vide

Ouverture

Chacun connait I'importance des communications hertziennes dans la vie courante.
Radio, télévision, téléphonie mobile en sont autant d’exemples. L'informaton transmise,
vehiculée par une onde électromagnétique, se propage d'un émetteur vers un récepteur.
Ce chapitre décrit la propagation d'une telle onde électromagnétique dans un milieu vide
de charges et de courants.

Plan du chapitre 3
A. Equation d'ondes
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1. Bans les régions o0 les changes
sont présentes, les @quations (i) et
{w] &' @crman

W dvE=2

£,

_ e -
il ol = p.ruii (T

2. Dans la Systéme Intarnational
drumities, |3 seeonde et le mdire,
unités fondamentales, sont définis
& partir de la valeur de ¢. Une autra
unité fondamentale &1 Iampléne (A,
Uine intensité alectrigue de 1 & est
définie par Mintensité du courant
constant parcourant deus fils
conducteurs mfinis et paralléles
(de zections circulaines
nigiegeables] shparks de 1 m,
placés dans le vide, provegquant
Entre ces deus conducieurs
ung force de 2-10-"N-m-',
Cetie définition fioe alors la valeur
dit -

M, = A0 Hem

puis celle de ¢, -
e, =8B 10 Fom

A. Equation d’ondes

A.l. Equations de couplage

Des charges électriques, de densité volumique p et de densité de courant ;'.
sont les sources d'un champ élecrromagnétique caractérisé par un champ
électrique E et un champ magnétique B. Si les charges occupent une région
limitée de I'espace, la région de 1'espace o elles ne sont pas présentes est
appelée le vide. En tout point du vide, le champ électromagnétique existe
encore puisque I'effer des sources se fait ressentir a distance.

Les équarions de Maxwell donnent I'évolution du champ électromagnétique.
Elles constituent, comme |I'équation de conservation de la masse et I'équation
d"Euler pour les fluides, des équations de couplage linéaires entre le champ
électrigue E et le champ magnétique B.

Equnt:iu:ma de Maxwell

Dans le vide, les équations de Maxwell définissant le champ électrique E
(en%m") et le champ magnétiqgue B {en'T) s"écrivent’ :

(i) divE =0

£, désigne la permittivité du vide et s’exprime en farad par mérre (F-m').
u, désigne la perméabilité du vide et s°exprime en henry par métre (H-m™').

Remarque
Les constantes g, et |, ne sont pas indépendantes ['une de I'autre. Elles sont
liées par la relation’ :

E,uuc" =1, ¢ désignant la célérité de la lumiére dans le vide.

Par analyse dimensionnelle, on peut introduire I'impédance du vide Z (en £2)
definie par ;

1 H
zu:u‘n"::E_'_ —L
ot £,

A.2. Equations d’onde
On peut chercher & découpler les équations précédentes en eliminant I'un des
champs au profit de I"autre. Pour le champ électrique E, on a avec (ii) :
——.  —(a
rotE) =—rot| — |-
rotl ) [ = ]
En analyse vectorielle, Pidentité rot(rot) = grad(div) - A , associée & I'équation
(i), donne :

H Chapitra 3 : Ondes dlectromagnétiques dans la vide



3, On utilise Méguation {iii} powr
tramglarmer e membre de gauche
et I"éguation (i} pour fransformer
e membre de droite.

4, Dans certaing problames,

on trowve parfais |'opérateur

d"&lembartion noté O at défini

par: ]
nea 1 ?
e ar’

Les éguations d'évolution de E

et B s'écrivent alors

I:E-=ﬁ at [ﬁ'ﬁ-

Les variables spatiales et temporelle sont indépendantes. On peut donc
permuter les dérivées spatiales et temporelles. Ainsi, on a :

=()- 2B,
ce qui permet d’écrire I"équation d’évolution du champ électrique E d'aprés (iv) :
IE, % -AE=0,
Pour le champ magnétique, I"équation d’évolution s'obtient de maniére analogue
avec (iv) :

E{E@Hﬂfna[%} soit’: 1 g

Les champs électrigque E et magnétique B sont chacun solution d"une
éguation de d’Alembert que 'on peut mertre sous la forme
IR ko
%f! AR =
= ILIT est la célérité de I'onde électrromagnétique dans le vide.
0

Notons que ces équations sont, dans leur écriture, semblables a celles rencontrées
dans I"émude de la propagation des ondes sonores. Une différence notable entre
les deux phénoménes réside cependant dans le fait que si les ondes &lectro-
magnétiques peuvent se propager dans le vide, les ondes sonores ne peuvent
se propager que dans un milieu marériel.

AL3. Retour sur 'approximation des régimes
quasi stationnaires

Congidérons une région de 'espace dont la plus grande dimension est d et
ou existent des charges (densité volumigque p) et des courants (densité de
courant j} libres. Ces charges et ces courants sont a "ongine d'un champ
élecrromagnétique variable dans I'espace et dans le temps. Un champ électro-
magnétique dont les variations temporelles sont harmoniques de fréquence f
peut étre caractérisé par sa période T. Pour parcourir 'ensemble de la
distribution de charges et de courants i la vitesse ¢, le champ met une durée
de "ordre de d/ c. 51 cette durée reste faible devant T, on peut estimer que le
champ électromagnétique n'a pratiquement pas varie d'un point de vue
temporel 4 'échelle de la distibution. On peut donc négliger les phénoménes
de propagaton pour décrire le champ.

f

: L'approximation des régimes guasi stationnaires (ARQS) s'écrin :

[ d «=cT,

| o0 d est la plus grande dimension de espace considéré (en m), ¢ la célériné

| de I'onde électromagnétique dans le vide (en m-5") et T la période des
variations harmoniques du champ électromagnetique (en s).
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Dans I'"ARQS, tout se passe donc comme si la célérité ¢ de I'onde tendait vers
I"'infimi. Or Mexistence du phénoméne de propagation est lige au couplage entre

les champs électrique et magnétique. Ce couplage est présent dans les éguations
de Maxwell (ii) et (iv) :

mLE--% et rotB= j.la(j+E ‘:E]

Dans un milieu porteur de charges, en négligeant le courant de déplacement
5= E;c,-? devant le courant libre §,

on élimine partiellement le couplage, mais complétement la propagaton du
champ. C'est certe condition qu’exprime "ARQS :

i =bl
B. Solutions en ondes planes

B.1. Ondes planes progressives

Les équations de d’Alembert vérifices par les champs E et B forment un
ensemble de deux équations vectorielles, c’est=a-dire de six éguations sca-
laires. Loin des sources, chaque équation admet une solution de type «onde
planes, pour une direction de propagation de vecteur # donnée, de la forme :

o822

La linéarité des équations permet d'utiliser le principe de superposition pour
décomposer ces solutions en combinaisons linéaires d'ondes planes harmoniques.
Pour cette raison, par la suite, on s'intéressera uniquement aux solutions
harmoniques proportionnelles a

EESI:HI-;'F},MEH%I]"-

Toujours en raison de la linéarité des équations, on peut adopter la repré=-
sentation complexe des OFPH assncié:s aux champs :

EI_':: ¥ .z, t] = E glim-kd _
[ E{x,_r,:,:}: ;ms.i:-rhnr-r

Les propriétés des ondes électromagnétiques peuvent étre dégagées @ partir
de ces expressions sans perte de généralité.

B.2. Structure des OPPH
2.1. Onde transversale

Avec la représentation complexe des OPPH, I'opérateur de divergence est
équivalent a un produit scalaire : divE= =k E . Les équations de Maxwell
(1) et (iii) peuvent donc s8"écrire sous la forme :

(i) dvE=0 = - E=0
(i) divB=0 = -j&-B=0

Chapitre 3 : Ondes dlectromagnétiguwss dans e vida



5. Gette propriété constitue une
auira diffdrance avec les ondes
sonones, qui sort bongitudinales,

. On rappella que :
— B
J;-II.I #l "I'IEE"J=1'

7. Ce résulat synthétise & la fois
le faitque E at B somt
orihogonaux & & et quils sont
orthogonaux entre Bux.

30

— |

By, S |
- 3'“'“::::1 |
ml:lﬂn |

-

.Flﬂ. 1 - Structure d'une onde p15na.

B. La coprdonnie selon |axe ~
das 7 est nulle car la vacteur E
appartient & un plan
perpendiculaire & cel axe,

En prenant les parties réelles, on déduit que les champs E et B sont ortho-
gonaux au vecteur k, lui-méme colinéaire i la direction de propagation
définie par le vecteur & : les OPPH élecrromagnétiques sont donc des ondes

transversales’. Cette propriété constitue une autre différence avec les ondes
sonores qui elles, sont longitudinales.

B.2.2. Lien entre E et B

Avec la représentation complexe des OPPH, I'opérateur rotationnel est équi-

valent & un produit vectoriel ; J.EE =—jk » E . Les éguations de Maxwell (ii)
et {iv) apportent alors une information supplémentaire sur la structure des OPPH :

=5

@) rof=-== = -jenE=-joB
-k

(i) rotB =g % = B=j Enﬂ.‘r_ﬁ

En prenant les parties réelles, on obtient les deux équations” :

E=EhE=EnE
w c
LY NP
J'LIZGEII::IJ

=

Ces deux éguations sont équivalentes. Elles montrent que les champs Eet B
sont orthogonaux.

Pour une OPPH de vecteur d’onde k= o i , les champs électrique E et
magnétique B vérifient (fig.1) : =

fi= usrE RAE

—= ,avec (E,B,i) trigdre direct’,

Le rapport des champs E / B est égal & la célérité ¢ de 'onde électromagnétique.
Les champs E et B vibrent donc en phase. Tous les résultats établis dans le cas
des OPPH s™étendent au cas plus général des ondes planes (non nécessairement
harmonigques) griice 4 'analyse de Fourier.

I5.3. Polarisation

En raison du caractére vectoriel des champs E et E,les solutons des équations
d'ondes doivent non seulement préciser les dépendances spatio-temporelles
des champs, mais ¢galement la direction et le sens des vecteurs. Cette derniére
information constitue la polarisation de 'onde. Plus precisement, puisque
le triédre (E,B. i) est direct, par convention, la polarisation est celle du champ
électrique, et celle du champ magnétique s'en déduit immeédiatement.

Pour illustrer cette notion, considérons une OPPH se propageant dans la
direction # =i#_. Le champ électrique E prend alors la forme” :

GOS0 = Rz}
" cos(e — kz =4 -

=l
H




Fig. % - a Polarisation circalaire
gaucha.
b. Palarsanon cireubalre drafe.

» Dans le cas généraloa E_ #E_ et =0 ou i pour = fixe, I'extrémité du
vecteur E décrit au cours du temps une ellipse dans un plan perpendiculaire au
vecteur i . On dit que la polarisation est elliptique. On distingue par ailleurs
deux polarisations elliptiques selon le sens dans lequel ellipse est parcourue
quand un observateur voit 'onde venir a sa rencontre (fig.2) :

— 51 I'ellipse est parcourue dans le sens trigonomérrique, la polarisation est
dite gauche ;

— 8i I'ellipse est parcourue dans le sens inverse, la polarisation est dite drote.

fi. y b, ¥

direction de  direction de
propagation propagation
Fig. 2 - & Polarisation eliptique gauche. b. Polarisatson elliptique droite,

= Dans le cas particulierou E_ =E_ et ¢=i%,|':ﬂ:rﬁtﬁ.t-ﬁduvﬁ:t:urﬁ-

| décrit un cercle (fig. 3) : on parle alors de polarisation circulaire gauche

ou drodte.
* Dans le cas particulierown E__ # E_ et ¢ = 0 ou m, I"extremite du vec-
teur E décrit un segment (fig.4) : on parle alors de polarisation rectiligne.

Ha » b. N

direction de directon de
propagation propagation
Fig. 4 - &, Polarisation rectifigne (4 = 0, b. Polarisation rectiligne {o = x.

Chagitre 3 : Ondes dectromagnatigueses dans le wida
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5i la polarisation elliptique représente la situation la plus genérale, la inéante
de la décomposition vectorielle permet d'exprimer tout champ électrique
comme combinaison linéaire de champs polarisés rectilignement. En effert :

E=.E’"-‘ cos{n ~ kz)i, + E,,  cos(ar - ks~ )i, -

e E, 20 et

C. Aspects énergétiques
C.1. Vecteur de Poynting d’une OPPH

Le cours d’electromagnétisme a permis d'introduire et d'interpréter le vecteur
de Poynung 1 :

n=

Pour une OPPH, compte tenu de la relation liant le champ magnétique B et
le champ électrique E,ona:

]:mitf ﬁ= E,]l:'-E!H e

En valeur moyenne, avec I_E.=E_ cos{ur — & - ) , le vecteur de Poynting vaut :

)4

C.2. Densité volumique d’énergie
La densité volumique d’énergie électromagnétique ¢ est définie par :
EuE2 B
T
Dans le cas d’une OPPH, on sait que :
E* = #B% avec g ¢ =
Il'y a donc équipartition entre les contributions du champ électrique E etdu
champ magnétique B a I"énergie électromagnétique :
5E _ B dou:e=gE' = BI

2 2’":! Hy

&=

Avec E =E_ cos(er — &k -7) , la valeur movenne de la densité volumique

dénergie vaut :
]
{.}} | &EL B
2 Eu..

Cette valeur movenne est constante. Intégrée sur tout I"espace dans lequel
I'onde se propage, on aboulit 4 une énergie electromagnénque infinie. Ce
résultat montre qu'une OPPH, méme =i elle permet de dégager les proprictés
essentielles d’une onde, n'a aucun caractére physique. Mous verrons dans le
chapitre consacré aux phénomeénes de dispersion que seul le paguet d’ondes,
superposition d'une infinité d'OPPH, a un caractére phvsique.

o ﬂ



11. Le moment dipalaine p
saxprime donc an G-m

A P
) +aq
I
(]
M

(-]
Fig. 5 - Moment dipokaire
B =g NP,

100
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(.3, Propagation de I’énergie

Les résultats precédents permettent également de déterminer la vitesse de

propagation de I"énergie dans le vide définie par le rapport {l‘l:] J/{g:l . Dans
le cas d'une OPPH, on a : — _
(m)

{e)

L'énergie se propage donc & la vitesse ¢ dans la direction & . Ce résultat est
ndépendant de I'"OPPH considérée. Dans le vide, toutes les OPPH se propagent
4 la méme vitesse ¢, qui est la célérité de la lumiére.

= CHl|.

D. Rayonnement du dipodle oscillant
(filiere PC)

1).1. Description du dipole

Deux charges ectriques immobidles opposées =g e g et situdes respectvement
aux points M et I dans Uespace forment un dipole électrigue caractériseé par
son moment dipolaire p (fig.5) :

p=g NP .

| Lorsque les charges sont mobiles, le dipole existe encore, mais son moment

dipolaire p{r) évolue au cours du temps.
La notion de dipole se généralise 8 une assemblée de plus de deux charges.
Dés qu'une distribution de charges est globalement neutre, on peut en effet

définir un moment dipolaire total comme la somme, si elle n'est pas nulle,
des moments dipolaires de la distribution.

Remargue

En physique, les dipdles jouent un rdle tout particulier. Au niveau moléculaire,
"existence de différences d'électronégacivité entre les atomes d'une molécule
est 4 l"origine d'un moment dipolaire permanent. La prise en compte de ce
moment dipolaire permet d'expliquer "existence d'interactions entre les
molécules. C'est également le moment dipolaire qui permet d'expliquer
simplement les phénomeénes de diffusion des ondes électromagnétiques. Enfin,
i I'ére de la communication, nul ne saurait ignorer l'importance des antennes,
dont le comportement est proche de celui d'un dipole.

D.2. Zone de rayonnement du dipole

13.2.1. Dipole oscillant

Pour simplifier I'étude, on considérera par la suite un dipédle oscillant dont
le moment dipolaire _ﬁ:!':l,,d.c direction fixe Oz dans |"espace, varie de maniere
sinusoidale avec le temps :

Bty = p,, cos(we)i,




| -
Ffi

i I:'_'I'_{i

1 _\—\__-_
l|l
| | -

| x

L
Fig. & - Mament dipalaire
de direction Oz

12, Cetle approximation

B iy d di wue dEng le ours
d"électromagrateeme da
premihng annie.

Le dipile, situe 4 l'ongine O d'un systeme d'axes (fig.©), est la source d'un champ
elecrromagnétique ravonné dans tout l'espace. Dans le cas général, 1a recherche
analytique des champs électrique E et magnétique B est relativement
compliquée. Cependant, certaings approximations justifices donpent des
expressions simples de ces champs, facilitant par la méme occasion leur
interprétation physique.

12.2.2, Premiére hypothése

Tout d"abord, on considére que les particules chargées en mouvement dans
le dipdle sont non relativistes. Leur vitesse v reste donc trés penite devant
la célérité ¢ de la lumiere dans le vide :

Lol

Cette relation peut s exprimer de maniére éguivalente en introduisant la taille
caracténstique a du dipole et la longueur d'onde A de I'onde électromagnétique
créée. En notant T la période des oscillations du dipdle, on a en effer les ordres
de grandeurs :

T et u_i, o -a-:a:..'-'-. .
T T

Cette hypothése est facilement vérifice pour des dipdles de tailles atomigues
ou moléculaires, Elle n'est en revanche pas vérifiée dans le cas des antennes,
assimilables 4 des dipoles oscillants, donrt les dimensions sont généralement de
I"ordre de & Toutefois, en décomposant une antenne en antennes élémentaires
de petites tailles, on pourra appliquer les résaltats 4 chagque antenne elementaire,
puis sommer les contributons pour déterminer le champ électromagnétigue
total resultant,

11.2.3. Deuxiéme hypothése
L'approximation dipolaire’® consiste & ne rechercher les champs gque dans
des régions de 'espace situdes 3 des distances r du dipdle grandes devant
la taille caractéristique & de celui-ci:

aEr.

Dans le domaine des communications, les longueurs d'ondes du champ
electromagnétique rayonné vanent de quelques centimétres 4 quelques kilométres.
Au niveau atomique, les longueurs d'onde des rayonnements sont comprises
entre quelques nanométres et gquelques millimetres. En général, la réception
a licyu en des points situes 4 «grandes distance de la source comparativement
a ces valeurs. On peut donc faire 'approximation supplémentaire :

Aoy

Om dit gque I'on se place dans |z zone de ravonnement de I'émertear. Cette
approximation est opposée de FARQS, car le phénomene de propagation est
ici prépondérant. Conformément au programme, on retiendra la relation
d’orndre entre les trois échelles caractéristgues du probléeme :

gk,

D.3. Expressions des champs E et B

Avec les hypotheses précédentes, les calculs des champs élecinique E e ITAgEe-
tique B peuvent étre mends d leur terme. On travaille dans un systéme de coor-
données sphériques, de base locale (i, iy @), bien adapté au probléme (fig. 7).
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#, colinéaire a (OM)
H, tangent au méridien en M
:ip tangent au paralléle en M

Frg. 7 - Coordannies et base locale sphénques.

Au point M de coordonnées (r, 8, ¢}, les expressions exactes des champs

13, On adwettrs ces pxpressions E et B sont''
geéndrales sans détailler davantage

les calouls, Le décalage temporel 1 Zcos@ I r
tient compte di temps nécessaine E = ET[!‘H = :?+:P{I = :JJ
& Fonde pour parcourir & .
la c@lirite ¢ ka distance ¢ gui = 1 =in@ Fooor roor r
i E= = — [—=) 4= I——}|+— ==
spara la source du point M, & 4;“'] - [P{ :} ':15": . -E:H .:-}]
E, =0
B =0
ef E: BBS'D
B,zﬂﬂ[m-ﬁﬂﬂx-i}]
dn r e ¢ ¢

Dans |'approximation de la zone de rayonnement { A < r ), les expressions des
coordonnédes des champs se simplifient. Pour cela, analysons chacun des termes
entre parenthéses. En notant p_ 'amplitude du moment dipolaire et T

14. La paniode T des oscillabons |3 nériode des oscillations du dipdle'*, on peur écrire :
et le tamps caractéristgue de

igtion d i dipolaire.
varigtion du moment dipalaire PU_EJ' . A iﬂi—:} :}.;'PT_"
I L = 3 mp =_=¢1et L; £ =ﬁ= P =_'q:1
| r r = r F r r ] r
— ] == — e — L — =
c"ﬂz :I ¢ T c’ﬂ ) ¢ T

Ainsi, dans I'approximation de la zone de rayonnement, les termes en 1 / rsont
prépondérants devant les aurres, Les expressions des champs E et B deviennent
15. Powr e champ élactrigus, alors'® :
la eontribution de ls composante

E, i la norme de E est nigligeable . 1 sin@ . ¥

devant celle de la composante E,: E= 3 - ¥ —— Pt — =iy

on peul donc ﬁﬂﬂﬂ_ﬂﬂf & honne IEEL‘ .

approximation que E — sinf .. #

est colindaire & §,. B= LL*‘—PU——}E,
dnc ¥ c

H Chapitre 3 ;: Ondes électromagnétigees dans la vide



D.4. Propriétés du champ rayonné

Au point M de coordonnées (r, 8, ). les expressions précédentes montrent que
le champ électrique E est polarisé suivant i, et que le champ magnétique B
est polarisé suivant ii,. Un calcul simple permet en outre d'établir que le
triédre {Eﬁ.ﬁr] est direct. En effer :

E _ Er M E i
i (4
T T L ﬂﬂﬂ_f *ktmagn:_nqu: a donc localement la structure :% une onde plann.a?.
sphérique localement assimilable Il est important de bien comprendre que cette propriété n'est pas globale'”,
& une onde plane. En effet :
= Le wiédre (E,B.ii ) dépend du point M considéré. On ne peut donc pas
définir de direction de propagation pour 'onde.
- Le rayonnement est anisotrope du fait du terme en sinf. L'amplitude de
I"onde dépend de la direction de "espace considérée,
— Le rayonnement s'atténue avec la distance du fait du terme en 1 /r. L'amplitude
de I"'onde dépend de la distance au dipdle,

)
[ L'onde électromagnétique rayonnée par un dipdle oscillant a localement
| Ia structure d'une onde plane. Au point M de coordonnées (r, 8, @), on a :

ﬁ:— i,nﬂ_
c

ID.5. Puissance rayonnée par le dipdle
5.1. Expression du vecteur de Poynting

17, Ce résultat est & repprocher . o . .
Le vecteur de Poynting Tl associé a I'onde ravonnée a localement pour

de la farmule de Larmor pouwr

une charge g accélérae, expression'” : o
En pogant § = gé, o0 & déssgne E~B 1 .
Taccéliration de la charge mabile, M= S—— % pie==)i, -
an a en effat H, lom £y s
' sn'@ , L'énergie électromagnétique se propage donc dans la direction du vecteur i,
n= 1!:’21' = i g el $a propagarion est invariante par rotation autour de 'axe Oz, L'anisotropie

du rayonnement, que traduit la dépendance en sin?8, est visualisée par un
18 Le moment dipalaire éant porté  diagramme de rayonnement (fig.5) ; I'énergie ravonnée est maximale dans
par Faxe Oz, be problime est le plan équatorial, nulle suivant la direction du dipdle. On dit alors que
:"L:ﬂ]“r“:;“:t ““LT:E';iEﬁHT I'émission est directive, le plan xOy perpendiculaire au dipéle étant privilégie.
la eoardanfibe g e jous axe du
sucum rle. dipale

-
i

\;// plan équatorial

Fig. 8 - Dingramme de rayonnement du dipdle escillant, Dans un plan passant par Maxe Oz du dipdle,

an trace <lN> en coordennées polaires pour une distance rfixea.
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fig_EL irllﬁ:qra'ljun sur la sphire,

On prend comme Elément de
surtace une potite Couronne,

18, Pour calculer Mintégrake,
0N pRENSE § Gcnirg

sin'd = 1 - cos*a.
O ohtient alors ;

4
F:‘m’!m-a

. Chapitra 3 ; Ondes alectromagniéfigques dans b vide

| 1D.5.2. Puissance totale ravonnée

Soit S la sphére de centre O et de ravon r. La puissance électromagnétique
rayonnée par le dipdle dans tout I'espace a la distance r de la source s'obtient
en caleulant le flux de [1 4 travers S ¢

P=ff,f1-a8=d} NdS, avec dS=dSi, .

En coordonnées sphériques, comme la variable @ n'intervient pas dans
I'expression de I1, on considére comme élément de surface une petite couronne
de ravon rsinfl et de largcur rdf (fg. 9):

..z-
1 §in“ @ _.

P= =% p 2nr sinfdd =

| o '.-‘.IEEI-,-I:'-'

¥

n

En considérant que p(t)= p_ cos(on), la puissance totale moyenne vaut :

(P)= ot

12me ¢ .

Cette expression ne dépend pas du ravon r de la sphére. La puissance totale
moyenne reste constante au cours de la propagation de "'onde puisque celle-ci
s¢ propage depuis la source dans le vide, qui est un milieu non dissipatif.
En revanche, la puissance surfacique moyenne, égale a <>, décroit avec la
distance en 1 / ~ puisque la puissance émise par la source se répartit sur une
surface de plus en plus grande au cours de la propagation de 'onde.

E. Notions elémentaires sur la diffusion
(filiere PC)

E.1. Phénomeéne de diffusion

Lorsqu'une onde électromagnétique tombe sur des atomes ou des molécules,
ceux-cl se mettent & osciller. Ces osallations mettent en mouvement les charges
consttutves de la matére qui, accelérdes, se mement a leur tour & ravOnNner Comme
des dipdles oscillants. On appelle diffusion cette réémission secondaire de 'onde.
On distingue trois types de diffusion d’ondes électromagnétiques par la mariére,
selon la taille a des obstacles devant la longueur d'onde A de I'onde incidente.
# La diffusion Rawleph correspond 4 la situation pour laquelle a == 3, {(obstacles
de petite taille). Elle peut &tre comprise par la théorie précédente.

= La diffusion de Mie correspond a la situation pour laguelle @ = A . La théorie
g0uUs-jacente est relatvement complexe et hors programme.

» La diffusion qui correspond a la situation pour laguelle a = A (obstacles de
grande taille) peut étre comprise dans le cadre de "'optique géométrique.

E.2. Modéle de I’électron élastiquement lié

Pour comprendre la plupart des phénoménes observes lorsqu'une onde electro-
magnéuque s¢ propage dans un milieu maténel, on peut adopter le modéle
phénoménologique dit de «I’électron élastguement liés. Dans les atomes const-
tuant le milieu, on modélise chaque electron par un oscillateur linéaire amort, les
novaux atomigues restant immobiles en raison de leur plus grande inertie.




0. On pewt vérifier Thomogéndité
de cette formule. K 8'exprime an
Mmoo est-d-dire en kgsT

O o et @n kg et oy, &n rad-s" -
he produst mue @51 donc bien
homogéne & des kgs?,

1. Les pertes d'énergie par
FEyEAnRmEAL fe Porealent pas
d'explication satisfaizante dans
le modéle planétaine classigue de
Iatome, car alles auraient dii
logiquement aboutir & la chute
die Niglectron Sur | nayau,

La physigua guantigue a permis
de bever cable difficuité,

22, En raison de sa simplicig

-t parce qu'elle permet d'olrbenar
uné équatian différentielle indaing -,
cafta expression st ratenus pour
rendre comgte des phinombnes
de dissipation, Elle est cependant
contestabla, mais ce point
dépasss le cadre de 'ouvrage,

* Chague ¢lectron d*un atome est en effiet soumis aux actions du novau atomique
et des autres électrons du cortége électronique, que I'on peut formaliser sous

la forme d'une énergie potentielle d'interaction EPI_{FJ. Pour étudier le

mouvement de I'électron, on prend en compte la force E qui dérive de

Iénergie potentielle d'interaction : F= —gm'.'.iEPn . Toutefois, au voisinage
immédiat de la position d’équilibre stable de I'électron F» 00 peut se contenter
d'une approximation a l'ordre deux de I'énergie potentelle d'interaction :

L LF B .
P.ﬁ2 o {r_ _rﬂ:lz_

E,.(F)=E, . (F)+
Le terme correspondant a la dérivée premiére est nulle, car a 1'équilibre
E; (7 )= 0. Comme I'équilibre est stable, E7 (7} >0, si bien que I'on peut

poser : E7 (7 ) =K . Le coefficient K joue alors le role d'une raideur comme
le montre "expression de la force de rappel :

F(F) = -K(F = 7, }-

Dans la suite, on posera™ : K = mm:,uﬂ m est la masse de I"électron. De méme,
pour simplifier les expressions, on notera 7 I"écart a la position d’équilibre.
Ainsi, la force de rappel s"écrit :

F(¥) = —mw’F .

* A certe force, il convient dajouter une force de frottements qui rend compte
de maniére phénoménologigue des causes de 'amortissement du mouvement
de I'électron., Ces causes peuvent &tre les chocs avec les autres éectrons de 'atome,
mais également les pertes d'énergie par ravonnement électromagnétique’’.
En effet. comme nous le verrons plus loin, toute particule chargée accélérée
rayonne dans 'espace, donc perd de I'énergie. Pour de petits déplacements de
I’électron, cette force de type frottements fluides peut s écrire - ;

F,(7) = -m%tf-,

ol ¢ est la vitesse de 1"électron et QQ le facteur de qualité de I'oscillateur.

| Dans le modéle de I'électron elastiguement hig, la relation fondamentale de
la dynamique s"écrit :

- - w' - I—:.
ma = —m-r.uur—mﬁtr+ o

o1 4 désigne I"accélération de 'électron, § sa vitesse ¢t F_ I'ensemble
des forces extérieures.

E.3. Diffusion Rayleigh

E.3.1. Equation du mouvement de 1’électron

Pour ndre le phénoméne de la diffusion Rayleigh, on adopte le modédle
de I'électron élastiguement li¢, Les électrons de la matiére soumis i un champ
électromagnétique exrérieur sont écartés de leur position d’équilibre moyenne.
Dans le modéle de I'électron élastiquement lié, I'équation d'évolution des
grandeurs dynamiques est linéaire. On peut donc se limiter a I'érude d'une
OPPH, "analyse de Fourier donnant la réponse de I"électron pour toute onde.

T 105
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Chague électron plongé dans le champ électromagneétique extérieur st SoUmis
a la force de Lorentz :

rd

F = -E[E-r:"nﬁ]-

Pour une OPPH., on sait que les valeurs des champs électrique et magnétique
vierifient la relaton @ E =B . Dans Pexpression de la force de Lorentz, on peut
done comparer l'influence respective de chaque champ en calculant le rapport :

I'l:' e Bl B -IIE _ T

B B .

Ce rapport est trés petit devant "anité tant que 'électron n'est pas relativiste,

hypothése vérifiée dans les situations physiques courantes. On peut done négliger

74, On Fait ici référence I"influence du champ magnétique B devant celle du champ électrique E .

Bk Saul: ahampe de 'onde, En outre, pour des rayonnements dont la longueur d'onde A est trés supérieare

pas & ddventugls champs aux dimensions de I'atome, le champ électrigque de I'onde incidente peut étre
BATETIEWrS pour [BSquels une talks ye . . A ;

considéré comme pratiguement uniforme 4 I"échelle de 'atome. Seule sa

hypothiise nost pas valable, - ) . .. )
dépendance temporelle intervient donc dans I'équation du mouvement de
I"é¢lectron, que 'on peut alors écrire sous la forme ¢

]

. ! , 0y .
mr = =gl{t) - mmﬁr -7,

ou en ordonnant les termes ;

g Wy : € -
r+—-1r+mjr=——E{t}-
"

E.3.2. Puissance rayonnée en régime permanent

Lequation du mouvement de I'¢lectron précédemment établie est une équation
différentielle du second ordre 4 coethicients constants. Cette équation érant
linéaire, on peut utiliser la représentation complexe pour déterminer la solution
particuliére harmonique correspondant au régime permanent (le régime
transitoire ¢lant supposé «éweinte). En notant le champ électrique complexe

2. On rappelle gie : E.I::} = E_'.r"" et en cherchant # sous la forme r_e™ , on peut donc écrire® :
F =Relf]. o oo 3a ¢ =
“WE, Fj——r +or =-—E_,
n
d'oa M'on déduit :
¢ =
-—E,
[l" - m .
1 ' ' LI"Ill':E.
iy, =™ + )
2

Le champ éectrique E est ainsi 4 Porigine d'un moment dipolaire induit f = —&
qui 5" ecrit en représentation complexe ;

i

E -
E
= = L]
=—gr=
E - m! ﬂ‘.'l'! + r l'l""ll':ﬂ
[} - -‘I
Q
25, On rappelle que Mampiitude On reconnait la représentation complexe d'un dipéle oscillant d*amplioude ™ :
réglle est donnée par le madule &
e la représantation complege, — E_
P.lu = |_||I-"| = I L

L

(o -y + [ 20 ]
’ Q
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26. Le facteur de quakté 1 et
le reppart x é1ant sans unité,
on virifie facilemant que P, est
homogéne & une puissance.

7. On a typiquemant m, de Mordre
de 10% rad-s~ et 0 de Mordre de 107,

dipéle
induit po

X

diffusion par p, dans
son plan équatorial

diffusion par p, dans
son plan équatorial

Fig. 10 - Palarisation par diffusion,

e‘E?
—_—
121, e ?
(en W), on en déduit 'expression de la puissance totale moyenne rayonnee

par ce dipdle (cf. § D.5) :

. - 0 .
En introduisant le rapport x = LT (sans unité) et en posant P, =

4
X

{F::'= .-x-:Fi'
1-x') +| —
( J+[:QJ

E.3.3. Explication de quelgues phénoménes

La diffusion Rayleigh permet d'expliquer simplement la couleur bleue du ciel
et celle du Soleil couchant. L'expérience montre en effet que la pulsation m,
prend des valeurs dans le domaine des ultraviolets='. 51 "on s'intéresse an
rayonnement incident visible (de pulsation @) tombant sur I'atmosphére, on a
donc m <= m, . De méme, on peut montrer que le facteur de qualité Q) est élevé,
de sorte que la puissance totale movenne rayonnée prend la forme ;

B
- (P}=x'P, = =P,
L 1

* La puissance diffusée est donc proportionnelle a o', Les rayonnements situés
dans le violet sont donc beaucoup plus fortement diffusés que les ravonnements
situés dans le rouge. Ce phénoméne permert en particulier d’expliquer la couleur
du Soleil couchant. Au crépuscule, la couche d'atmosphére traversée érant
importante, le ravonnement incident est largement diffusé, et par conséquent tres
appauvri en violet et en bleu : seul le rouge ameint done 'observareur.

# La couleur bleue du ciel s’explique également par la diffusion Rayleigh.
L'atmosphére, constituée de molécules en suspension, absorbe une partic du
rayonnement visible situé dans le violet, alors que les longueurs d’ onde plus
élevées traversent le miliew. Le bleu, de longueur d'onde plus faible, est alors plus
fortement diffusé que les autres couleurs transmises, Ce phénomeéne, associé aux
propriétés partculiéres des capteurs de couleur qui tapissent le fond de 1'mil
(appelés cones), permet d'expliquer la teinte bleue du ciel. Bien évidem-
ment, I"effer n'est notable que si une épaisseur suffisante d’ammosphére est tra-
versée par le rayonnement incident pour étre effectivement diffusé !

E.4. Polarisation par diffusion

La lumiére naturelle (par exemple, la lumiére solaire) n’est pas polarisée, car
elle résulte de I'emission aléatoire de ravonnement par les atomes des sources.
Cependant, toute lumiére, méme non polarisée, peur étre décrite comme la
superposition de deux ondes lumineuses de polarisation rectiligne.

Pour illustrer ce propos, considérons une onde non polansée se propageant
dans la direction Oz. 5i un atome ou une molécule est situé au point O, il joue
le rile de centre diffuseur. Plus précisément, I"onde incidente induit un moment
dipolaire qui admer deux composantes p et p associées aux deux polarisations
de "'onde. Chacun de ces deux dipdles se comporte 8 son tour comme une
gource de ravonnement qui émet principalement dans son plan eéquarorial
(cf. § [D.5.1). Ainsi, I'onde réémise par I'atome ou la molécule présente une
polarisation rectiligne dans deux directions d’observation privilégiées (fig.10) :
ce phénoméne s'appelle 1a polarisation par diffusion.

Cremrs




L'essentiel

- Equnti:un d'ondes

* Dans le vide, les équations de Maxwell définissant le champ électrique E
{enV+m') et le champ magnétique B (enT) s’écrivent :

(i) divE=0

(i) Eﬁ:-%

(i) divB=0

(i) Eﬁ:uﬁ%

g, désigne la permittivité du vide (en F-m') et y, la perméabilité du vide (en
H-m').

® Les champs électrique E et magnétique B sont chacun solution d'une équa-
tion de d"Alembert gque I'on peut mettre sous la forme

%ﬁ_am=a
%-c*ﬁ.ﬁ:ﬁ
La constante ¢ = : est la célérité de I'onde élecrromagnétique dans le vide.

W,E,

¢ Solutions en OPPH

®* En représentation complexe, les champs associés 4 une OPPH de pulsation
t en propagation selon la direction et le sens du vecteur unitaire & s'écrivent :

K & ik s
?{x.y.z.:}—ﬁ_: ,avec k=i vecteur d’onde.
B’::'l 2, I'J N ﬂ-‘ o) e

® [es ondes électromagnétiques planes pro-
gressives sont transversales. Pour une OPPH,
Ies champs électrique E et magnétque B veén-
fient en outre :

. GnE_KAE

B “= ((E,Byi) triddre direct). o ion

* Dans un plan perpendiculaire & la direction de propagation, I'extrémité du
vecteur E décrit au cours du temps -
~dans le cas général ou E_ # E_ et ¢ # 0 ou 7, une ellipse (polarisation
elliptique gauche ou droite) ;
— dans le cas particulier o0 E_ =E_ etg=1% %,unc:n:l: {polarisation
circulaire gauche ou droite) ;
~ dans le cas particulier oG E_ # E_ et ¢ = 0 ou x, un segment de droite
(polarisation rectiligne).

Chapitre 3: Ondes élactromagnéigues dens bg vide I_,',:_'_.[_" W i'j_!;l'fijii_i material




* Pour une OPPH, les valeurs movennes du vecteur de Poynting ct de la densité volumique
d’énergie s"écrivent :

U ] 2
(n}=5‘i‘i§ =0t ule
2 2 2,
La vitesse de propagation de I'énergie est égale a la vitesse de propagation ¢ de 'onde.

v Rayonnement du dipole oscillant (filiére IPC)
® Deux charges électrigues opposées —¢ et ¢ ot situées respectivement aux points N et P dans es-
pace forment un dipdle électrique caractérisé par son moment dipolaire p ¢
p=g NP,
8i le dipdle varie avec le temps, il est la source d"un champ électromagnétique rayonné dans tout
Iespace.

* (On considére un dipdle oscillant, situé 4 origine O d’'un syvstéme d’axes, dont le moment
dipolaire p(t}), de direction fixe Oz dans |"espace, varic de maniére sinusoidale avec le temps :

p(t) = p_ cos(ue)u_.
- Pour éwudier le champ rayonné, on se place dans la zone de rayonnement du dipole :
ashey,
ol @ est la taille caractéristique du dipdole, & la longueur d’onde et r la distance au point O.
- En coordonnées sphériques, les expressions approchées des champs E et B sont :

1 sinf® .. r
mﬂﬂ;” . ﬂf—;lu-

=
ﬁ_: ..H_'i'_x ﬂi'“ﬂ ﬂ[ _:}E
dmc r Fitd

L'onde électromagnétique rayonnée par un dipdle oscillant a localement la structure d’'une
onde plane. Au point M de coordonnées (r, 8, g}, ona :

. u ~E
E i

T e
- L'énergie électromagnétique se propage dans la direction du vecteur @ et sa propagation est
invariante par rotation autour de 'axe Oz : I'énergic rayonnée est maximale dans le plan équa-
torial, nulle survant la direction du dipale.

o Modéle de I"électron élastguement lié
Dans le modéle de I'électron élastiquement lié, la relation fondamentale de la dvnamique s"écrit :

- = mn s g
ma = — ,r—n:En-l-F_“

ou d designe |"accélération de 1'électron, © sa vitesse et f‘_ I'ensemble des forces extérieures.




Mise en ceuvre

Méathode n™

Comment exploiter les équations de Maxwell en représentation
complexe ?

On considére une OPPH électromagnétique de pulsation o se propageant suivant la direction Oz,
=+ Savoir faire

@ Ecrire les équations de Maxwell dans le vide, en représentation réelle. Les opérations de déri-
vations spatiales et temporelles étant linéaires, ces équations prennent la méme forme en
représentation complexe.

& Dans les équations précédentes, remplacer E et B puﬂ et B, et utiliser les relations

|5

=jwX

valables pour une OPPH afin d"obtenir quatre équations simplifiées en représentation com-
plexe.

& Deduire des deux équations comportant un produit scalaire que "onde est transversale.
Déduire des deux équations comportant un produit vectoriel que le wriplet (E,B, k&) forme
un triedre direct.

© Calculer &  (k A E]mmmﬁmthdmﬁquaﬁummmpurmtmpmduit vectoricl
pour obtenir la relation de dispersion.

L------------------------------_---H-ﬂ--hﬂJ

|
(|
[ |
[ |
[ |
i
[ |
|
[ |
. divX =—jk-X, X =—jka X et
|
|
|
|
|
|
i
|
|
i
|

=+ Application
Le champ électrique associé a une OPPH électromagnétique en propagation dans le vide suivant la
direction Oz a pour expression :

E(z,0 = E_ cos(ox - kz).

Montrer que I'onde est transversale, puis déterminer I'expression de B (z, ). Donner la relation de
f ’

Solution
@ Les equations de Maxwell dans le vide s’écrivent :

(i) divE=0

(i) EE..I
(i) divB=0

JE

ﬁ"i"] Eﬁ-=].l..£n-a-=“

Chagpitre A @ Ondas électromagnatiques dans le vide |'"_.."_:|'_'_' Vrnied mawerial




8 Soit en représentalion complexe, avec E.{:, 0= E_:ﬂ*h’ ;

i () kE=0
(i) -jk-E=0 | | 5 EaB
(i) sk nE=-job R
(iii) —ge-B=0 = G E-B=0
(iv) —jkaB=p e joE v = EAR
EHm

@ D’'aprés les équations (i) et (iii) : ElEBet k L B, donc I'onde est transversale.
Draprés P'équation (i), (E,B, &) forme un triédre direct et -

inE PnE |
ﬁ:k"'ﬂn:'iﬁE'ms{ul-h”.

o

@ On a par ailleurs :
En(kaE)=(k -E)k-k*E
= 0 dapres (i)
etk a(kaBE)=wk B =euo'E
d’ﬂPﬂTﬂ (i) d'ﬂpl'-‘-'Ti (iv)
D'oi on en déduit : E = e 1 0?E, soit la relation de dispersion :

o <
k-c" y avec ¢ Eﬂpq.

'~¢: Le calcul de & ~ [k~ E} en représentation complaxe est dguivalent au calcul de rotirot E) en représentation réella,

Méthode n*2

Comment transformer 1’état de polarisation d'une OPPH ?

Pour obtenir une lumiére polarisée, on utilise des dispositifs comme des polariseurs et des lames a
retard. On considére une OPPH se propageant dans le sens des £ croissants.

- Savoir faire

! @ Un polariseur ne laisse passer que les champs &ectriques dont la polansaton prend une
direction particuliére (axe de polarisation). De maniére générale, si un polariseur, d'axe de
polarisation de vecteur unitaire i , est placé perpendiculairement a 'axe Oz de propagation
de 'onde, le champ électrique transmis est donné par :

E' =(E-@)a.

& Une lame i retard de phase est un milieu gui introduit un déphasage @ entre les compo-
santes du champ électrique. De maniere génerale, si la lame est placée perpendiculairement
4 |"axe Oz de propagation de 'onde, le champ électrique transmis est donné par :

Er o E'HE;"'E,*-’#ﬁJ:-
§ avec ¢ = kb, & étant une différence de marche qui dépend de la lame.

L BB B N B
e oo o o o o == o s = owm o m o




- Application

Une OPPH polarisée rectilignement se propage dans la direction Oz. Son champ électrique E,en
représentation complexe, s'écrit :

mrm::ﬂ_= E.a + Erﬁy etk = %.

1} On place un polariseur perpendiculairement a l'axe Oz de propagation de 'onde. Son axe de
polarisation définit 1"axe Ox.

:.Qu:dni:ntlednmpﬂ aprés traversée du polariseur ?

b. Un second polanseur est place sur le trajet de 'onde de sorte que son axe de polarisation fasse
un angle o, dans le sens rigonomeétrique, avec celui du premier polariseur. Quel est le nouveaun
champ électrique aprés traversée de ce second polariseur #

2) On place une lame a retard perpendiculairement a 'axe Oz de propagation de 1'onde.
a. Une lame est dite demi-onde si § = %,1= ﬁ étant fixée, Que devient Ponde initiale de champ

E aprés traversée d'une telle lame ?

b. Une lame est dite quart-d'onde si 6 = % . Que devient I'onde initiale apres traversée d'une telle
lamesienoutre E = E ?

Solution

1) a. Commengons par illustrer la situation :

L'ende incidente est polarisée rectilignement suivant la direction du vecteur E_. Ce vecteur se
décompose dans la base (i , & ). L'axe de polarisation du polariseur est I'axe Ox. Seule la com-
posante E_de 'onde est donc transmise. Par conséquent, aprés traversée du polariseur, le champ
5'ECrt ;

IEIﬁ_FnrHﬂ]E.
b.Ona:
E=—f=l, p Ot B
DFou -
E'=(E+ii)i et E'=(E"i)i
avec ; H = Cosie ﬂr+sin-|:|: ﬂr.

. Copyrighted materiz
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E"=E, coso ™™ i

2) A\ Une lame n'est demi-onde ou guart-d'onde gue pour une longuewr d'onde donnée car & est fixée,
a. Avec b= 2— {lame demi-onde), le dephasage introdust par la lame est

tp=%i5, BOIl 1 = M.

Avec le champ E avant traversée de la lame, le polarisation

champ E' aprés traversée est : e n iiome

EI={E.E=+E’¢.IEJJ=JTH*J 3 =
SOIL ¢

i .EI. = [:,E:ﬁ_. -E_-,i_,:l E.ﬁ!:i-h:l

L'onde reste polarisée rectilignement, mais sa pola-
tisation a changé puisque :

E.— E,

E,— -E
La polarisation est symétrique de la polarisation
initiale par rapport a l"axe Ox.

b. Avec & = % {lame quart-d’onde), le déphase

2n

X .ID’o1 le champ électrique E' trans-

vaut p =

mis

E'=(E.i, +E ) e
Si de plus E, = E, on peut écrire :

E\= ¢ B, avec E} =E.

Cette derniére relation montre gque P'onde trans-
mise est polarisée circulaire gauche. Ainsi, la
lame quart-d'onde a transformé une onde pola-
risée rectilignement, dont la polarisation fait un
angle de 45° avec 'axe Oz, en une onde polari-
sée circulaire gauche.




ercices

Niveau 1

Ex.1 Propagation dans un guide d'onde

1) Rappeler comment on trowve P'équation de propa-
gation du champ électrique a partir des équations de
Maewell dans le vide, On notera ¢ la vitesse de propa-
gation de I'onde électromagnetique dans le vide,

2) Dans un guide d'ondes de section rectangulaire, les
composantes E , E , E_du champ électrique E s'ecri-

Vvent :
E}M[E]m{w_m
a ]
E.=E mﬂ[E]ﬁn[E]cng[m-kz]
¥ T a b

E =0

E,=E__sin

#. Vérifier que le champ électrique satsfair une équa-
ton de d'Alembert si la pulsation o et Ie vecteur d'onde
k sont liés par la relation

w" K- T
—1—=k=+—:+—; .
Foi a b

b. Préciser, quand il ¥ a propagation, sa direction et
SO SCTS.

Ex.2 Composition de deux ondes

On considére deux OPPH qui se propagent dans le
vide i la vitesse ¢, dont les champs élecriques sont res-
]J:Etl"ﬂ:’]'.l:l:l‘ll H

E(z,0 =E_cos{a- ks) i ,
[
E'(s,0=E, cos{ue—kz-p)i
avec k= E.
£

1y Vérifier gue E et E' sont solutions d"une équation

de d"Alembert.
2Y Preciser bricvement les caracténisodques de ces ondes,

3y Montrer gue exteémine du vectewr ﬁ, =E + E'
decrit au cours du temps, dans un plan = = ¢ste, une
ellipse. Préciser le sens de parcowrs de ellipse avec le
LEmps.

4) Erudier 1a polarisation de 'onde suivant les valeurs
de .

5) Préciser, sans calcul, I"état de polanisation de onde
résultant de la composition des ondes suivantes |
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a. Elz,;0) = EB_cos{me-ks)il,
et Bz = - B, cosfow—ks)ii .
b. E{z,0 = E_ cos (o — k=) if
et Eizf) = - E' sinf{ow- ks M

Ex.3 Aspects énergétiques

1} Les champs Elecrrique er magnétique d'une onde
se propageant dans le vide 4 la vitesse ¢ sont donnés
par les expressions suivantes |

E = ﬁ_ms{m\r— kz) et B = E_cm{mr ke,
&. Préciser la nature de I'onde et la relation qui existe
entre E_et B_.

b. Bxprimer les densivés volumigues d'énergie élec-
trique ¢, et magnetique ¢_. En déduire la densité volu-
mique d'energie electromagnétique ¢, puis sa valeur
moyvenne temporells < ¢ =,

€. Exprimer le vecteur de Poynting 1. Quelle puis-
sance Instantanée traverse une surface 5 perpendicu-

laire a la direction de propagation ¥ Quelle est la
PUISSANCE MOYENne Associés ?

d. Veérifier que .
divil + E =,
ot

2} Les champs electrique et magnetique d une onde
se propageant dans le vide & la witesse ¢ sont donnes
par les expressions suivantes |

E = I-i‘ cos [k=)oos (ue)
=1

B = B_ sin(kz)sin(twr),

a. Preciser la nature de I'onde et la relation qui existe

entre E_ et B,

b. Exprimer les densités volumiques d'énergie élec-
trique ¢ ¢t magnetigque ¢ .Y a-i-il équipartition de
I"énergic ?

¢. Exprimer le vecteur de Poynting T1. Quelle est la
puissance movenne gui traverse une surface 5 per-
pendiculaire a la direction de propagation ? Conclure,
d. Vérfier que :

T
divil+ —=0
™
On rappelle la relation d'anabyse vectorielle :

rot(f V)= f 1ot(V)+gradf AV -



Niveau 2

Ex. 4 Représentation de Jones de I'état
de polarisation

L'état de polarisation d'une OPPH, s propageant dans
Iz sens des = croissants, est entiérement décrit par la
donnée des deux composantes du champ électrique
dans le plan x(dy, Cet état peut £re représenté par un
vecteur 8 deux dimensions, appelé « vecteur de Jones »
(imventé en 1941 par le physicien américain Robert
Clark-Jones), dont les composantes sont proportion-
nelles aux amplinodes complexes des composantes du
champ électrique. Le vecteur de Jones j ass0cie au
champ électrique :

E=E, ™% i +E, e i,
_ |E.e™
I %e”’
1) Quelle est la signification physique de :
P=JIP=EL+E,?
En notation complexes, le produin scalaire de deux vec-
teurs se caloule s.tiun la formule suivante :
d.-b=abl+a bl+alb],
on g est Iemmplmmu:uédz;
2) On associc & ] Ie vecteur de Jones norme ;

j I E"FE-’I
;EE:_ +E-:= Ehcn’
@, Quel étar de polarisaton représentent les vecteurs

SLIvants -

i} o o-gf] « o4l

b. Comment s'écrit le vecteur de Jones normé d'une
onde polarisée ellipiquement droite dont les axes sont
Ox et Oy ?

€. On considére I'état de polansation défini par le vec-
teur de Jones :

&"éCril :

2 I - &
m— (=D .
I, -..EE 1

Quelle est sa polanisation ¥ Que peut-on en conchure ¥

4) Montrer que toute DPPH peut s mterpréter & la fois
&. comme la superposition de deux OPPH polarisées
rectilignement suivant deux directions orthogonales ;
b. comme la superpositon de dewux OPPH polarisées
circulairement, I"'une droite, I'autre gauche.

Ex.5 Rayonnement d'une antenne

1} Un fil rectiligne d*axe Oz, de longueur = << i, de
miliew O est parcouru par un courant d’intensité :
it} = I, cos (or) variable, I, étant une constante.

a. Montrer gquun tel circuit est équivalent 4 un dipdle
oscillant de moment dipolaire §p.

b. En déduire que - ﬁ:[%]ﬁa—a, .

2} Une antenne est constituée d'un fil rectiligne d'axe
Oz, de longueur a, de milieu O, origine d'un repére
d'espace. Cette antenne, parcourue par un courant
diintensité (1) = Tiz) cos (o) qui varie 4 la fois dans
Iz temps et dans 'espace, rayonne un champ électro-
magnetque dans tout I"espace. Ce champ n'est cepen-
dant pas celui d'un dipdle car hypothése a << A n'est
plus satisfaite, Seul reste valable approxcimation a << r.
@, On décompose I"antenne en éléments de longueur
dz tels que lMapproximation dz << L soit valable.
Exprimer e champ ¢lectrique élémentaire dE (P, M, 1)
créé en un point M de 'espace par un élément dz
d'antenne situe au point P de cote 2,

b. Que devient cette expression dans |'approximation
de champ lointain ? "

€. Une antenne est dite demi-onde s1 @ = e On

donne :
I(z) = I, cos [E]

Montrer que ke champ électrique rayonne par une telle
anenme 8"eorir

I m[%m&.ﬂ} sinu(eor — )
= o — k) _
E{MJJ__EIL'.JH: s * r He-

d. Doaner Mexpression du champ magnétique B (M, 1)
rayonné par ['antenne.

¢. Exprimer le vecteur de Poynting I et sa valeur
movenne temporelle < T >,

f. Calculer la puissance moyenne P ravonnée par cette
antenne.

3) La résistance de rayonnement d'une antenne demi-
R 1
onde est la grandeur B, définie par: P = ;“,-m'l[,,

est l'intensité au ventre d'intensité de Fantenne,
Dérerminer B, pour une antenne demi-onde et justi-
fier la déenomination de résistance de mayonnement.
Calculer numérique B,

4) Quelle serait la valeur de I'intensité maximale [,
pour une antenne demi-onde dont la puissance
moyenne de rayonnement est P = 2 MW ?

On rnpp:ul: "expression du champ électrigue dipo-

laire :
xﬂﬁ[r—iJE.
c

F

. i
M.ri=
E(M,r} ""’ﬁ'u‘t
et on donne

j+5m!.t'tm|:ﬂ1:ki:'= : :mu[%]

L]
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Solutions des exerczces

Exercices de niveau 1

Exercice 1

1) Les équations de Maxwell dans le vide sont :
divE=0
—_—

E--=
il =

di\ri?:=ﬂ
9E
o

rotB= e,

En utilisant la relation

rot(rotE) = grad{divE) — AE
on obuent, d une part :
rot(rotE) = —AE
et d'autre part :
— - —( )| 2 — FE
= —— | —— Bi=- ==
rot{rotE) mt[ a,] a,tmt J=-y, >

_l
-:t')r AE désigne le laplacien du vecteur E qui s"écrit dans une base carésienne

AE =AE U +AE U+ AE,U,

Do : B —
; —.&ﬁ=—|.luﬁda|-—;E, sOiE aj—f—fﬂﬁ:ﬁ y AVES = 1 .
' o o Ty

D¢ la méme fagon, en exprimant rot{rotB) de deux facons, on trouve :
— —czﬂﬁ = EF
e
2) a. Avec le champ électrique proposé, on a
3 HEE: N azE: . EI:E:
L) &ri ih'! 33!

x x
- ELg_ L
at v B

e L

AE

E - ¥E,

a b

H Chapitre 3 : Ondaes délectromagnatiguees dans le vide



puis :
& _VE, ¥E, FE
¥ ot -E[yi A
3 ]

- -"_zﬁrh E—EEI S
a b

4 i
—{#eZEs,
el

b.!

el :
ﬂ.Ec =0.
Finalement :
a a

AE = -[;g: +“—2+:—1](E:; +E u +E u)
ﬂ T i’ - =

S0

On a également :

=-w'E
Finalement, on a :
azE . = .
= c*AE= [c’{k’ +?+b—1}—m=]ﬁ .

—

E est donc solution d'une équaton de d’Alembert si

o e =
=+
£ ] ]

\ La relation qui existe entre la pulsation wde Fonde et son vecteur d’onde & est appelée relation de dispersion

L Dans le cours, nous avons rencontré |a relaton & =IL_L:' gui traduit F'absence de disparsion dans le miliew de pro-
pagation. Nous renconirons ici une relation de dispersion plus complexe. Le chapitre 4 est consacré au phéno
minge de dizspersion et donne un sens physique & la relation

b. Pour qu'il v ait propagation, il doit exister un couplage entre les coordonnées spatiales et le

temps. Un tel couplage est présent dans le terme en cos{ox = kz) qui traduit la propagation de

I'onde le long de I'axe Oz.

Les termes en um[E], m[%] N m[E] et am[T'] ne font intervenir que les coordonndes x
a a

et y indépendamment du temps. Ils sont associes 8 une évolution de 'amphitude au poine d’abscisse

x ou d'ordonnée v, quel que soit 1'instant r.

L'onde se propage donc unigquement le long de 'axe Oz dans le sens des z croissants.

Ewsngicas




Exercice 2

1) Vérifions que E est la solution d’une équation de d’Alembert. On a :

%=—m’ﬂmm{w—hli,s SOIL %“ﬂffn

b =

d'E - =
AE=AE i + AE_ @ +AE_ i -FLE" soit : AE=— F'E .
=] =[]

%—c*ﬁﬁ=[k*c*—m*jﬁ=ﬁ , car @ = ke.
Donc E , et de la méme fagon, E’ sont solutions d'une équation de d*Alembert.

2) * Le champ E est celui d'une onde plane progressive harmonique, de pulsation o, de vec-
- - i

teur d'onde k= ku, ,aveck = :.&u:mdtumpmmﬁm:ﬂzdmuhmdutm.

Elle est polansée rectilignement de direction de polarisaton I"axe Oac.

- Le champ E' est celui d’'une OPPH, de méme pulsation o, de méme vecteur d'onde k= ku, .
Sa propagation se fait suivant Oz dans le sens des z croissants. Elle est polarisée rectilignement
de direction de polarisation 1'axe Ow. Cette onde est déphasée par rapport d la précédente d'un
déphasage .

3} ‘I:;‘ Pour déterminer ['équation cartésienne de Mextrémité du vecteur E, dansun plan 7= cte, on cherche &
aliminer .

*Notons E., lasomme E + E'.Ona:
E:E_mmﬂjﬂ'_wsm—m;_
_—

E, E,
€n posant :
o=un— ks
On a alors :
E
m¢_§1
3 3
puis cos’p = [E:] y Sinfp =1 - [g:—]
D'autre part : E
cos( - @) = -
puis :

H Chagitre 3 - Dndes élactromagnétiquas dans e vida



don :

singsing =

E
2 oo

puis :
2

1 'E‘I

sin‘sin’p = [EE’ + coshcosip — 2[ E, ]mubcmm.

On peut a présent déterminer I"équation cartésienne de la courbe décrite par I'extrémiré du vecteur

E.,. » de composantes E_ et E} En éliminant ¢ entre les équations, on a :

E,E-I_E.v!_ll_E:-! 2 EE:- EJ-'
E )M 7| E, | TlE ) E BT

Aprés simplification, il reste :

1=

[BEER )

= Il s*agit de I"équation cartésicnne d*une ellipse dont les axes principaux sont inclinés par rap-
port aux axes Mx et My, M étant origine du vecteur E.  'instant r, sur 'axe Oz,

N

L'extrémité du vecteur ET décrit une ellipse inscrite dans un rectangle dont les cotés sont paral-
léles aux axes Mx er My, de longueurs 2ZE_ et 2E° .

* Pour connaitre le sens de parcours de 'ellipse, il faut déterminer la vitesse de 'extrémite de E-r .
Ona:

[a—;l]fz,r} =-wE sing &, —wE’ sin(¢-q) & .

Pour = fixé, a I'instant ¢, tel que o, = kz + g, ona :

[%] (z,1,) = - 0E_singu, .

Exergices “



En outre ;

-

E‘r':f:- f[,}=E“EU31|I_I'= '|":E::1 .

L'extrémité de E.. est par conséquent au point A', et sa vitesse est colinéaire 8 u_, de sens contraire
si sing = 0, de méme sens si sing = 0.

Finalement :

- 5i 0 = @ = &, puisque sing = 0, la polarisation est elliptique gauche ;
- 5i T = ¢ = 2m, puisque sing = 0, la polarisation est elliptique droite.

4) Dans le cas général, la polarisation est dite elliptique. Pour certaines valeurs de ¢, et également
de E_et E’_, elle peut étre rectiligne ou circulaire.
* 5i ¢ = 0, i & prés, I'équartion cartésienne précédente devient :

1
E E . E'
-+ +—| =0, dou: E =t ="E.
E, E' *~ " E,

Il s"agit d"une polarisation rectiligne.

~5ip=0(mod 2n),ona:E = E—“ E..

-Sip=n(mod 2n),ona:E =-

ﬂ Chapitre 3 ; Ondas électromagnétiques dans la vide
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L'équation de Maxwell donne alors -

i

5 bk,
m -

-:Z:ﬁ-' L'onde &tant transversale, IE__ ﬂ_ .EI farme un triddra direct
b. La densité volumique d'énergie électrique est :

E"Ei ,
e, = L—, soit ¢ =
2

r

— La densité volumique d’énergie magnétique est :

B’ B’
g, = —, soit g = —= cos (e = kz)
2, 2u,
- kaE
- Larelation B_= L7 donne ;
z_“‘_i'_*_’ﬂz_E..3
B_-B_—ml{.imE.} _F_[T ,

:¢ En effat, k et E,_ etant orthogonaux ; Ik A E__TI ik | |IE,'I.

Il vient donc :
2 g 1
¢ = —=_—cos (on— k)= ——=cos {or— kz) .
- o 3 { ]
Donc:¢, = ¢ . Ilya équipartition de I"énergie électromagnétique ¢ = ¢, + ¢ puisque :
_ @ _ 2
e= E et €= E-

'.c!-. Ce résultat est toujouwrs vrai pour une OPPH icf, cours § C.1.2)

On a donc :

e=¢,E cos’(we-kz) |

5a valeur moyenne temporelle vaat : _
o e B |
(6) =B, {eo’tow-ka) woit: |{e}= 72

¢. * Le vecteur de Poynting est défini par :

_— S . — _— N 123 =
Exergices



O a el

M= =222 cos®(we — k2).
K,

Avec la relation donnant ﬁ_ en fonction de E_ , on obtent :

a_ﬁaﬁg_n[ﬂ]ﬁ_i;.

w w

Do :
. E* - =
M=—"kcos’(we-kz) , soit:| M=gcE’ cos’(wr—kei .
U, i R

:t:) On rappelle que ; pe.c*=1.
Le vecteur T est orienté dans le sens de propagation #_ de 'onde. L'énergie se propage donc sui-
vant le vecteur @, :

n= ced, .

+ Le flux de Tl 4 travers une surface donne la puissance instantanée P qui traverse cette derniére.
Si la surface S est perpendiculaire & la direction de propagation, on a :

P:#ﬁ-d&:ﬁ-ﬂ&e=ﬂs-
&

)
1@- La surface 5 est orientée dans le sens de propagation de londe, ¢'est-d-dire ici des 2 croissants

Finalement :
P=¢,c5 E cos*{ow — kz) .

= 3a valeur moyenne vaut ;

' E,C
< P > = g8E? < cos?(ne - k=) >, soit: |[<P> =?E.E‘1

d.
- L] ™ . . -
ahgs (A1 rappaie | expression de Foperatewr an en cogrdonnées cafésiennas

all all, 1
T ¥ £
diw Il —£ 3y —

ol X o a7

div Il = g, cE] ;—1 (cos?(et - kz)) = 2k e, c E] cos{ue - kz) sin(we - kz).

€l

= E,,Ei%(:ns*{w—kﬂ)

¥R

=-2 ¢, wE’ cos{u — ks)sinor — kz)

124
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Cette relation montre que toute OPPH peut s'interpréter comme la superposition de deux OPPH
L) L)
polarisées rectilignement X etY, déphasées 'une par rapport a I'autre de (@ - @ ).

Ly 5
b. Avec les relations donnant X etY, obtenues a la question 3, on a également :

= . . E . . =
I=¢_.‘1‘. flrI;—r{G*rD}"'T}é' ch‘-.."‘.][G_FDJ
]

qui donne ;

expression de la forme ;
i = E&r + ﬂf}; @ et [} étant des nombres complexes.

Toute OPPH peut dEu-c: également s'interpréter comme la superposition de deux OPPH polarisées
circulairement Get I

Exercice 5

1) a. Un courant est lié & un mouvement de charges électriques. 5i #(r) désigne I'intensité du cou-
rant qui parcourt le fil, la charge g(f) en mouvement est donnée par :

dg

de
Avec 1(f) = [ cos{wt), on a :
‘.I'U::I = l','IJ,Ei.I'.I.I:-LI].t‘_.J, ou fa = —

On peut alors définir un moment dipolaire &p pour le fil de longueur 8z qui porte la charge g, par :
| 85(0) = qte) e, |

b. On en déduit alors : Bp() = () 8z i, soit :

= di
s

2) a. Le champ élémentaire dEEF‘, M, 1) s"écrit ;

—_— mH
dE(BM, ) = T dﬁ[r—E]ﬁﬁ

mﬂ;’ PM &

-
M
..... p[i™M
= r
off
. - __ - N
m =

ﬂ[hau trie 3 @ Ondes é@lectromagnétiques dans ls vide
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Daprés I'énonce, cette intégrale s écnt ;

ﬁ—ix B cns[mmsﬁ} soit ;. A= A ms(ﬂmsﬂ]
2t l-cos'@ 2 ) ' nsin’ @ 2 )

Finalement, le champ électrique est :

noos
: 1, “’"[ 2 ] sin{ox — kr)
E{M’ﬂ=_21‘tﬁucx ol r “e

d. A grande distance, I'onde a localement une structure d'onde plane. On a alors ;
kAE

ﬂ= , Aavec E:Eﬁr.
(1] Fi
Ecrivons E sous la forme
B(M, 1) = f(g) S — k) g
Alors ;
E{M.tj= L) sin{m:—kr}ii
e F =

e. Le vecteur de Poynting 11 sécrit alors -

EnB

Fy

M= » soit: T=eE i

Sa valeur movenne temporelle est

() = % 187 {sin® (ax — kr) )i,

S0 ¢

1
I::ﬁ:l = E f{?} |
L 2 r
f. Le flux de < I1 > & travers une sphére de centre O, de rayon r, donne la puissance movenne P
rayonnée par 'antenne dans tout 'espace :
1='=j':_.E:.1 <M » (M) dS{M) »

I"intégrale portant sur tous les points de la sphére.
Avec, au point M : d5 =21 PsinB dO 7, ,
il vient :
P=ne,c | " f(8) sinbde

s0it, en explicitant f{8) :

n
. cn&’[—cnsﬂ}
- I. : de

¢ sim
=] 3F

131
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| Comma la variable o nlintervient pas dans Mexpression de [T, on intégre sur une petite couranne de rayon 2xrsin
et d'epaisseur

Finalement, il reste :

F|
p= 1,221
A4me ¢

3. Par analogie avec I"électrocinétique du conducteur chmique pour lequel la puissance movenne
dissipée par effet Joule est proportionnelle au carré du courant I qui traverse le conducteur ohmigue :

1
P= - RE,
2

on peut définir la résistance de rayonnement :

P 1,22
R"=E’ d'ot R:i

MNumériguement, on trouve :

R =730,

i

.| & .
4. Pour une antenne de longuewr &, il est possible de montrer que R, est proportionnelle & | - I| . Ainsi, plus une
.¢= ]

antenng est grande, |:I| us sa rasistance de rayonnament est alevaa af plus la puissanuﬂ IE'f'I‘.i'I'II"II‘:"H aslimporiante.

4. Avec P =2 MW et R = 73 £}, la valeur de I'intensité maximale I, est :

=, [2 .
R‘r
Numiériguenenz, on trouve
I,=234A,

intensivé considérable qui ne peut ére envisagée dans de telles circonstances. Pour pouvoir émettre

une puissance de 2 MW, une antenne de plus grande taille est nécessaire si I'on veut limiter la
consommation de courant.

. Atitre d'information, pour aveir |, = 10 A et P = 2 MW, la résistance de rayonnement devrait étre : B = 40 kW, La
" taille de 'antenne serait alors de a = 124, En émettant sur une fréquence de 100 MHz, cela représente une lon-
gueur d onde A& = I m, soit une antenna de 3 m 1

Chapitre 3 | Undes élsciromagnétigues dans la vide
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1. La présence du terme ;'-_
non nul ne permet pas d'olbibensr
Feguation de d"Alembert.

£ [ écrit alors kes champs
=ous |a forme :

E‘_E' g iz}

§ef.0"

Chagitre 4

A. Dispersion et absorption

A.l. Le modéle du plasma

Un plasma est un gaz ionisé globalement neutre, constitué de charges en
mouvement : des cations (charge +¢, masse M, densité volumique M) et des
électrons (charge —¢, masse m, densité volumigue N). La densité volumique
totale de charges p du milieu est donc nulle :

p=pr+p =eN-eN=0

D fait de leur mouvement, ces charges sont a "origine d'une densité volumique
de courant, On peut admettre que seuls les électrons contribuent & cetre densité
de courant en raison de la plus grande inertie des cations { M = m ). On a donc :

J‘_ =-—Neo,ou o estla vitesse des électrons.

O suppose également le miliew suffisamment dilué pour négliger les interactions
entre les charges, ce qui revient a considérer que celles-ci sont libres en "absence
de champ extéricur. Enfin, 'effet du champ de pesanteur peur aussi étre néglige.

A.2. Equations de Maxwell

Dans le plasma, les équations de Maxwell s'écrivent’ :

(i) divE=-E
(i) roB= '%

(iii} divB=0

(iv) mr'f'.:u“[fr +E, E;—EJ
Ll

En représentation complexe, pour une OPPH se propageant selon la direction
Oz dans le sens des & croissants, ces équations deviennent’ :

[i) = -jka E=0

i) = —jki, AE=—jwB

‘{iﬁ} = —jkii_-B=0

\iv) = - jkd, aB=p,(] +je0E)

Les équations (i) et (1ii) montrent que I'onde dans le plasma est transversale.
Pour exploiter les équations (ii) et [iv), il faut d’abord déterminer une expression
de la densite de courant j en fonction du champ électromagnétique.

A.3. Densité de courant dans le plasma

La densité de muram:r': dans le plasma est due aux mouvemnents des électrons,
soumis a la force électrique créée par le champ E. Dans la suite, on ne s"intéresse
gu'au régime permanent. En appliquant la relation fondamentale de la dynamique
aux électrons, supposés non relativistes, il vient ;

m{%+[ﬂ-ﬁ}lﬂ]:—zE.

Phatrimelinae s lingaires o ISpar sifs



3, En eliet, dunn parnt, v =10,
d"autre part, v, et v sont
indépendames de xat y

4. On remarque la relation lingaire
antre la densitd de cowrant at

la champ électriqus, le coefficient
de proparvannaing s inlerpretant
comma une conductivitd, ici

imeginaine pure. Ces deux grandeurs
ganl dong an guadraturs de phasa,

La puissance moyenne cadae
par Nonde au plasma e3d
par Gonsgquent nalle :

{1 E)=D

Ll cowrs A alectromagnétiemel,
5. L& relation de conservabion

E +dwf =0

it :
mine Bn représamation
complexe &

_'I*I'rn' .{i = I] '
relEton B0 accord avec
l'axprassion trouvaa,

6. I' est possible que w eosl
complaxe el k rdal, Cepandant,
confurmément au programme
de dauxitme arnée, seul (6 ces
pour desguels west résl ot £ est
complexa sont traiths.

Yaprés le % A2, une OPPH se propageant selon la direction Oz dans le sens
des # croissants est transversale, L'électron est constamment soumis & une
force perpendiculaire & la direction de propagation de "onde : en régime
permanent, on peut donc supposer que son mouvement appartient a un plan
perpendiculaire a cette direction. Par ailleurs, & un instant donné, la force
électrique est la méme en tout point de ce plan : en régime permanent, on
peut donc supposeér gue tous les ¢lectrons en mouvement dans ce plan ont
la méme vitesse. Le champ de vitesse des électrons en régime permanent
nec dépend donc que de =, avec ofz.1): i, =0.

Par conségquent, dans la relation fondamentale de la dynamique, la dérivée
convective est nulle :

-

{i:'-ggd]'rj'_t

T
1

Ainsi, la relation fondamentale de la dynamigue appliguee i@ ['électron devient
CIl FEgime permanent :
ot -
m—=—¢k,
e
En représentation complexe, on peut donc rechercher le champ de vitesse des
electrons sous la forme ©(z,6) = ¢_¢"“ ™. On obrient :

jmwt=—¢E.

La densité de courant § = -Net s'écrit donc finalement®

i = Jﬂfmﬂ
A.4. Relation de dispersion

O peut désormans combaner les equations de Maxwell (1) et () en diminant
{ -'On obtient la condition de compatibilité de ces deux équations :

L

v [Jz:.i'_.mE.‘] |r Nt HE
—jhii_a| —— |=p,| - + JE )
JRM, o l’-..l. e L J=E

2

qui devient :

LE . Net |
g™ == gE ) 1= ——
i L E M

[+l

[ -l:?E

 cette relation s*ecrit finalement :
Ve

En posant W, =

2 o’ .1
B =—|1-—21], avec & = —.
t.IIFII

Cette relation porte le nom de relation de dispersion. Elle montre en
particulier que si @ est reel”, & peut étre complexc, car le terme entre parenthése
peur érre positif {Llu = ) ou neganf (o < w ). Dans toute la suite, nous le
noterons par consequent k
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7. Dans ce cas, la siruciure

d'une OPPH est la méme que
dans & vide. L'onde ast donc
transversale, les vecteurs (€8, k)

formant un trigdre direct avec :
. k~E
B=— .
'

& Deux plans sont dits &quiphases
& l'imgtant 13l la phase du champ
alectriqua est |a méma dans

ces deus plans, dgale &

ung valgur donmie,

4. Ce résultst, bien que surprenant
8u premeer abord, e contredit pas
la postulat seban loquel aucune
mformation ne peut se propagar
plus vite que |8 lumibre, Mous
rovigndrons sur ci poent dans le
paragraphe suivant en intraduisant
Ia netion de vitesse de groupe,

10. Dans le vide, on & :

(it
V¥ m—ar.

11, Lindocie optigquee ' g1
unie grandeur sans dimansion.

A.5. Interprétation physique
AL5.1. Premier cas PO >0,

r 4 ml
Sim:-mp_.alm m—1{1— ’]}[}.Lartlali-nndedispersinnmumre que k est

]
[ -

réel ; on note par la suite : & = &'. On peut alors écrire, en ne rétenant que la

mﬂ
k(w) = E1||l——§ :
c i)

En représentation complexe, le champ électrique a alors pour expression :

racine positive

El:-t!::l — E.é_;li:l'-ﬁ'l'h:l'l:! \
s0it, én représentation réelle :
Ei{z.1) = Re[E(2,1)] = E_ cos[or— k(w)z) .

Ce champ est associé & une onde qui se propage suivant ["axe Oz dans le sens
des z croissants avec une amplitude constante E . Les plans équiphases”, donnés

a I'instant ¢ par I'équation : = k,?mjﬁcﬂe,sepmpagemilaﬁmdephﬁz
v, telle que :
dz @ c
P =——=—=
L d_r B mi
1-—£ |
o |

On remarque tout d’abord que v, > ¢, ol ¢ est la célérité de la lumiére dans le
vide". D'autre part, la vitesse de phase dans le plasma n'est pas une constante pour
toutes les OPPH (comme dans le vide'"), mais elle dépend de la pulsation
de I'onde. Ainsi, pour une onde qui serait la superposition de plusieurs OPPH,
la propagarion de ces OPPH ne se faisant pas a la méme vitesse de phase dans
le plasma, on observerait un étalement de 'onde au cours de sa propagation :
on parle de dispersion spatiale (fiz.1).

JAN

A

i I
A P
} 7 i
J"ﬁl'-. T
I I
.|"Hl'|. T
' I r
a. l b.

Fig. 1 - & Propagation non dispersive - B, Propagation dispérsveg,

Pour caractériser le milieu dans lequel une onde électromagnétique s& propage,
on introduit la notion d'indice optigue a™'' défini par la relation :

o |
E=n—|
all

ﬁ Chapitre 4 * Phénomanas insares disparziia



12 Cetie notion a3t & rappracher
de I'élude de fa disparsion de

ln flumidre par un prismae, wuse

an premiére annéa. Le verra gui
canstitue le prisme gst un miliag
dans legual les diftdrentes
longueurs d'ondes de lg hmdére
hlancha 5@ propagent & des
vitagses différantas. Lz réfraction
de ende dans e werre, qui dipsand
de I'indice du prizme, n'ast pas

la raibimE pawr loules les bangueurs
i'ondes ; on parle de dispersion
par le prisme.

13 La solution & = 0 sursit donmg
limu @ une crosssance exponentielle
de Famplmede. Ce phénoméne psf
aligard quand Noada regait

de Fénergia de la part du miliew
C'ast e caz on particulior

de miligux gazeux actifs comme
ceux wilisks dant g lagars,

14, Dans les milisux conducteurs,
cette profondeur de phniraien de
I'ende a5t plus traditsornallement
appelés épaissaws da peau.

15. Lindice Fastinction n” ast
une grandeur 2ans domension.

Dans le plasma, il vaut done ;
I

I-—
.

#
=

L'indice optuque du plasma n” dépend de la pulsation ® : on dit gue le milieu
est dispersif -

AL5.2. Second cas : m < W,
w | W . . .

Siw=< W, alors —| 1-—= | <0, La relanon de digpersion montre que & est
e iy’

imaginaire pur ; on note par la suite : k= " On peut alors écrire, en ne
retenant que la racine de partie imaginaire négative ;

k"(mj:uEJ—;}—].
Tl L]

En représentation complexe, le champ électrique a pour expression :
E[:I f} — E-."Erluul'."l'

s0il, £n representation réelle

E(z.i) = Re[E(z.6)]= E_¢"" cos{ux).

Ce champ est associé @ une onde qui ne se propage pas dans le plasma, car les
dépendances spatiale er temporelle sont découplées. La notion de vitesse de
phase n'a pas de sens ici. Si, au cours du temps, I'amplitude de 'onde oscille,
elle décroit de maniére exponentielle dans le milien"’

L'onde n'existe donc pratuguement plus dés qu’elle pénétre dans le plasma :
on parle de phénoméne d'absorption et on dit que 'onde est évanescente.
Certe absorption peut étre caractérisée par la distance caractéristique :

5= L , appelée profondeur de pénétration’”

%1

Comme I'indice optique précédemment, on definut "indice d’extinetion »™
par la relation ;

]
k — H —
len®
Drans le plasma, i vaut donc :
-
o
g = £—-1-
0

ALs.5. Cas genéral

Létude de Mexistence et de la propagation d’une onde Electromagnétque dans
le plasma a permis d’introduire les phénoménes de dispersion et d’absorption.
Les deux phénomenes etaient alors observables dans des domamnes de pulsation
bien distinets. Cependant, dans la plupart des milieux, ces deux phénomeénes
sont simultanément présents.

Coabrs




16. On peut également choisic
d'hcrire k sous 1& farme ©

k- kT

17, La ralation de dispersian
est obteniue & partir des éguations
de Mawell,

Ainsi, dans le cas général, pour dégager le contenu physique de la relation
de dispersion, on décompose & en sa partic réelle &' et sa partie imaginaire
E” 1 k=k"+ jk7'". En représentation complexe, le champ ¢lectrique a alors
POUr eXpression ;

E(eur) = Be o im-viu
s0it, en représentation réelle |

E{z.1)=E_¢* "™ cos (o — k' (w) 2) .

— Le facteur cos{ur — &'(w)z) maduit la propagaton d une OPTPH dans le milieu.
La vitesse de phase v se definit par :
0y

d=
v (w)= [ﬁ]_-n:m = ¥ (@) "

La vitesse de phase dépend de la pulsation © de I'onde, ce qui correspond au
phénoméne de dispersion.

- Le facteur ¢ ™ est un coefficient d’amortissement (& < 0) ou d’amplifica-
tion (" = 0} de I"'amplitude de I'onde. En général, on a & < 0, car la situa-
tion & = (0 ameéne une modification de comportement du systéme (non inéari)
ou sa destruction. Le cas &% < 0 correspond au phénoméne d’absorption,
caracteris¢ par la profondeur de pénétration :

1
6= .
| &7

Elle représente I'ordre de grandeur de la distance sur laguelle I'onde se propage
dans le milieu. Au-deld de quelques 8, "onde a &té pratiquement totalement
absorbée par le milieu. Le cas particulier ot &' = 0 et £ < 0 est celui d’une
onde évanescente (pas de propagation).

La relation de dispersion’' donnant & en foncrion de la pulsation o
détermine les conditions d'existence et de propagation d'une onde &lectro-
magnétque dans un mibiew matériel. Dans le cas général, le champ électrique
s"éCrTit ;

E(z.t)= Eme"'"" cos (0 - k'(@)z), avec o) = k"(w)+ k" (w).

Le terme harmonique correspond 4 la propagation d'une OPPH. Le
phénoméne de dispersion est caractense par la vitesse de phase, fonction
de o :

.

k(@)

— Le terme exponentiel correspond 4 un amortissement si £” < 0. Le
phénoméne d’absorption est caracténsé par la profondeur de pénétration ;

1
5= :
| &™ |

v, () =

La notion d'indice complexe # 8'introduit naturellement en posant :

k() = mm}% :

Chapitra 4 ; Phenoménes lingaires dispersifs




18, Labsence de dspersion se
traduit par n’= cfe.

L'absence d'absorption se
traduit par n™=0.

15. Le facteur l et un facteur
s

de normalisation : Famplitude de

Famde resultam® @51 ains W,

1
y lky Un

F:g 2 - Distribution en fréguences
des andes,

Pour avoir 1™ > 0 gquand " < 0 (la situation la plus courante), on écrit :

#
a2

n=n'-jn

ol i’ et n” sont respectivernent lindice optique et 'indice d"extinetion du milieu'™.

B. Paquet d'ondes

B.1. Notion de paquet d’ondes

Toute onde physique, quelle que soit sa nature, est en général non périodique,
limirée dans le temps et dans 'espace. Une OPPH, qui n’a aucune himite
spatiale et temporelle, n'a donc pas de sens physique. La notion de paguet
d'ondes permet de rendre compte des limitations spatiale et temporelle
de 'onde réelle. Dans toute la suite, on néglige les phénomeénes d absorption.

B.1.1. Superpositdon de deux OPPH

Commengons par étudier la superposition de deux OPPH de méme amplitude,
non déphasées, de pulsations m, et w, proches, en propagation a la méme
vitesse ¢ le long de "axe Ox dans le sens des x croissants. L'onde résultante
peut alors s'écrire!”

Wix, = % [Eﬂ.‘l (0, — ke ) + cos{m,r — kz.':]] .

La figure 2 donne la distribution en fréquences des deux ondes se supserposant.
En I'absence de déphasage, elle suffit a caractériser complétement, d'un point
de vue fréquentiel, I'onde résultante. Les deux pulsations m, et @, étant proches,
0N Pose :

W, + 0
0 =w_-im et 0, =0_+0im, avec m_:—lz—i'- et dw =w_.

L’'absence de dispersion se traduit par les relations :

11} i1
'kl=_|- (i k:=—:-_
[ [

Comme pour les pulsations, on pose pour les vecteurs d"onde ©

&+ k il
Rl SRS T
[ [

ke =k —0k et k, =k +08k, avec k_=

En utilisant les formules trigonomeétriques, l'onde résultante peut alors se mettre
sous la forme :

¥ix, )= Eus[ﬁm! - Ekx}cus[m_: - ﬁ:_x} )

EERp onde ru'n:.'cn.n:

Cette onde s'écrit donc comme le produit de deux sinusoides, celle de pulsation
& variant beaucoup plus lentement gque celle de pulsation w,_

- La premiére constitue 'enveloppe de "'onde, qui se propage a la vitesse .

138
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21. On rappele que

[ in
e =F

ij

sinxy =

On reconnait la somme des 2N+ 1 premiers termes de la suite géométrique
de raison e/t - Skt

¥ . - bl o) 1 =&
W (x, 1) = —2Re| o' g™
(.t} 2N +1 [ ] = g/t BB

PN B = | ]
En unlisant I’écriture complexe du sinus®’, le terme a droite du signe « fois e
se simplifie en un rapport réel de sinus. On obtient donc finalement :

&in w(&u:—ﬁ.&x}]

e
Hlen =N [cm;—m}]

sin
2

smveloppe

cns{m_r—k_x:l :
" ——— —

orade TS

On peut 8 nouveau décomposer cette expression comme le produit d'un
terme correspondant 4 'enveloppe et dun terme correspondant 4 I'onde
movenne (fig.5).

Fig. 5 - Evolutions de 'onde résultante : 8. Evolution temponelle an x = 0. b. Evalution spatiale a t=0.

22, Dn peut virlier gue

cas valeurs sont bien les péricdes
temporelle et spatiale du reppaort
dies dewx sinus.

On observe que 'onde résultante prend des valeurs notables dans les
ventres de enveloppe, séparés d'une période temporelle 2N ot d'une perode
i

spatiale ;I._IF En dehors de ces ventres, les oscillations sont d'amplitude

négligeable. En ce sens, I'onde résultante se rapproche d’une onde physique
localisée i la fois dans certaines régions de I'espace et du temps. Elle conserve
cependant une double périodicite, que I'on peut éliminer par passage au continu.
B.1.3. Superposition d'une infinité d*OPPH

# Dans "expression du § B.1.2, on effectue le passage a la hmite W — =, sachant

que pour tout N entier on a : Am = N dw et Ak =N 8%, o0 Aw et Ak sont
constants. Ce passage a la limite entraine donc aussi 80 — O et bk — 0, Ona

donc ;
ﬁn[zﬂ+](ﬁnl—ﬁ&x}.| — sin| Aot — Akx |
(2N +1}sm[ﬁw;ﬁx]= 21‘;"1{&;;;—-3&;}:@:—&&::

Cours




3. On rappelle gue

SN X

gincix}= ——
i

Catte fonctzon est continue sur B
at prand |a valeur maximale 1 en 0.

On obtient ainsi pour Monde résultante’” ;

Y(x.)=F, ;in.c{ Awt - Akx|cos(@ _t—k x| .

i 1 Dans le passage i la limite, comme &w — 0 et & — 0 simultanément, la vitesse
| < Ao de groupe v, tend vers la dérivée de la fonction w(k) en @, :
w”_----- bk —Eqﬂm }
" Ok de' ™'
Au cours de certe procédure, la distribution fréquentielle de I'onde est devenue
T pl fonction continue de la fréquence sur I'intervalle (o - Am, @ + An], nulle
By Wy Wy en dehors de cet intervalle (Gg.6).
| Ada + A
Fig. 6 - Distribution en fréquences
des omdes.
ko
I S ¥y -
[ -
- ] i
0 ﬁ%@;ﬁﬁﬁmﬁ
T.ﬂ - _'|.|.irrI -
a b.

Fig. 7 - Paquet d'ondes © 8. Evolution temparelie pour x fieé. b. Evolution spatisle pour ¢ fixé.

2. Ces largeurs correspondent
aux largewrs des venires.

Sur la figure 7, on observe les localisations temporelle et spatiale de I'onde
sans périodicité. Il est également possible de caractériser les largeurs temporelle
et spatiale par respectivement™ :

L R
AL

On constate en particulier que AwAr = 2r, résultat général de 'analyse de
Fourier qui constitue le cadre naturel d'étude des paquets d'ondes.

* En superposant un nombre fini d"OPPH, puis en passant a la limite (passage
du discrel au continu), NOUS AVONSs CONSIIUIL pas 4 pas un pagquet d’ondes.
Celui-ci apparait cependant peu physique en raison du caractére simpliste de
la distribution réquentelle. DVaurres modéles, plus réalistes, sont généralement
adoptés, Citons "exemple de la distribution fréquentielle gaussienne pour
lagquelle le pagquet d’ondes est lui aussi gaussien (g 5).

&
¥
T b S L '1|
\ Al
P\ ) L
Y (%) || || W [}
L E |I| U
; b = I . T
W
a. Densité spactrals b. Evolution temparelle pour x fixé

Fig. 8 - Paguet d'ondes gaussien.
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@. Dispersion sans absarplion. b. Dispersion avet absorpdion.

Fig. 9 - Dispersion d'un paguet d'ondes.

On peut montrer que dans les milieux non absorbants, la vitesse de groupe
s"identifie 4 la vitesse de propagation de I'énergie, ou de maniére équivalente,
de I'information. La vitesse de groupe est donc toujours plus petite que la
celérité de la lumiére dans le vide. En revanche, il n'est pas rare de trouver des
vitesses de phase supérieures a ¢. Ce dernier point ne constitue pas une difficulé :
en effet, la phase ne transporte pas d"énergie, donc elle ne transporte ni matiére
ni information wtile !

C. Réflexion et réfraction d’'une OPPH
doptre (filiere PSI)

miliey 1 milieu 2
[irh:li:?.rhfl [irn:li:?n:-l
e C.1. Réflexion et réfraction entre deux isolants

incidente C.1.1. Position du probléme
\\_\: g nomale On considére une OPPH polarisée rectilignement, de pulsation m, incidente
/,r\ a I'interface plane qui sépare deux milieux isolants (milieux 1 et 2), non chargeés,

; linéaires, homogénes et isotropes. L'onde tombe au point O de I'interface plane,
- appelée dioptre (fig.10).

anda afde

réfléchie fransmise N .

| i | L’onde incidente se propage dans la direction définie par le vecteur d'onde :
Fig- 10 - Réfhexion @ rifraction sur . o

un ﬁm k| = I'II _Ii--l'I ]

S

dont la direction fait un angle i, avec la normale en O au dioptre. En repré-
sentation complexe, le champ électrigue et le champ magnétique de 'onde
26. Lexpression du champ incidente en un point M du milies s"éenvent™ :
magnitique et donnie par .-
I'bquatsan (i) de Maxweil, Er[M-T}= E.-J.,..'E“H'J_il.ml ot E. =k ~E, .
0

Au niveau du dioptre, certe onde donne naissance a une onde réfléchie qui se
propage dans le milieu 1 et 4 une onde transmise qui se propage dans le milieu 2.

144 —
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6. La démansiration de

ces relations, intreduites dans
le cours d'électromagnétisme,
ast hors programma.

7. algolari s sgnifie gu'll n'y 2 pas
de courant surfacique libre : j; =0
wMon ehargé s signifie guiil n'y

a pas de charge surfacique libre :
a=I

On admer que ces ondes sont encore des OPPH, respectivement de pulsations
t, et @, de vecteurs d'onde :

. o . o
k =n —i ot kmn —Li .
S T

On note {; I'angle fait par la direction de E_ avec la normale en O au dioptre

et i, I'angle fait par la direction de E, avec cette méme normale en 0. En

représentation complexe, le champ électrigue et le champ magnétugque de

I"onde réfléchie s'écrivent ;

i A
i

e

E(M)=E "™ e B =

-_—

et le champ électrique et le champ magnétique de I'onde rransmise s”écrivent :

= k—f—hg c
L]

=

Er{MrI}= Elneaiu,n-il £ ) et B,
Le champ électromagnétique total dans le milieu 1 est la superposition des
champs des ondes incidente et réfléchie. Le champ électrromagnétique dans le
milicu 2 est seulement le champ de I'onde ransmise.

mﬁul:]i]=£‘+ﬂ* et E.EE.-*E.
 milieu2: E, = E, et B, =B,

C.1.2. Conditions aux limites

Les équations de Maxwell dans les milieux matériels permettent d'établir les
relations de passage entre les composantes normales (indice N} et tangentielles
(indice T) des champs électrique et magnétique au niveau du dioptre™,

Helations de passage

Au niveau du diopire (surface de séparation entre le milieu 1 d'indice », et
le milieu 2 d'indice L les relations de passage s"écrivent :

0 ﬂfE:H - HzE:h’ = n

1:(.1) E, -E_ =0
i) By -B, = 0
i{h'] EIT ~ E‘n = |'L|-ja AR 13
i et f_‘ désignent respectivement la densité surfacique de charges libres et

la densité surfacique de courants hbres au niveau du dioptre.

#,, désigne le vecteur unitaire normal au dioptre dirigé du milieu 1 vers le
maliew 2.

Pour un milieu isolant non chargé’’, ces relations donnent les conditions aux
limites suivanies :

- pour le champ électrique :

T Iy _ __ —
H.IE:I.H_“1EI.H =0 et E'.z'.l' E1"I' =0.
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Fig. 11 - Premitre loi de Descartes.
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Fig. 12 - Deuxiéme lo: de Descartes,

28. Les deux lois de Descanes sont
indépandantas de la polarisation
de Fonde.

= pour le champ magnétique ;
B,-B,=0c B_-B, =0.

Le champ magnétique n'est pas modifié a la rraversée du dioptre.

(.1.3. Lois de Descartes

Parmi les relations précédentes, la continuité de la composante tangentielle
des champs électriques s'cxprime par 1'égalité

I.||.c|_.l-l--I |:'|'h'i!- = _||'|i.r-j-I iil;'i: o ||:|i||-l.' |.-:A.Tii|
E'u-.'l'e + r.l|l|.'.|'E = EIJI|1|TE (1}

L égalité (1) est vérifiée @ tout instant. Les dépendances temporelles doivent donc
étre identiques, ce qui impose que les pulsations sont égales. On pose ainsi :
W, =, = =,

On peut alors écrire "égalité (1) sous la forme

=)

: : -k, -k,)OM_ ~ LB~ 1 T
El..ll'.T * ErJlll.'l.'E - E'rmr.TE {1.}

L'égalité (1') est verifiée en tout point M du dioptre. Les deux produits scalaires
sont done nécessairerment nuls ¢

Les vecteurs entre parenthéses sont donc perpendiculaires au dioptre, ce que
I'on peut exprimer par les relations :

k -k =an, et .EI - .E. = bai , ou a et b sont des reels.

Lies vecteurs d'onde J-z:r et E appartiennent donc au plan défini par les vecteurs
k. et #i,, finés, appelé plan d'incidence (fig.11).

Loi1

Premiere 1ol de Descartes

Les vecteurs d'onde & de I'onde réfléchie et & de 'onde transmise

appartiennent au plan d*incidence défini par le vecteur d'onde k de
I'onde incidente et le vecteur unitaire normal au dioptre # ., .

En introduisant les angles i, i et i, définis au § C.1.1, on peut écrire que

les composantes tangentielles des vecteurs ( & — & ) et (& - k ) sont nulles.
(On obtient les deux relations :

W o TP
w simg —mosing =0 et n,sini, —n sing =0,
que I'on peut mettre sous la forme :

i, =i ct nsing =n, sini,

Ces deux résultars sont conmus raditionnellement sous les noms de loi de la réflexdon
et de loi de la réfraction. Ils constituent la deuxidéme loi de Descartes™ (fig. 12).
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Deuxiéme loi de Descartes
Les vecteurs d'onde k, de 'onde incidente, k, de I"onde réfléchie et & de
I"'onde transmise ont méme composante rangentielle.

C.1.4. Coefficients de réflexion et transmission en amplitude

On g'intéresse aux amplitudes des champs électriques réfléchi et trransmis,
connaissant I'amplitude du champ électrigue incident. Pour simplifier I"érude,
on considére une incidence normale pour laquelle :

=6 =1 =0 k=—h eth= "—’EL.
u]
Dans ce cas, les champs électrique et magnétique n'ont pas de composante
9. De méme, il n'est pas possble normale”™, Les relations de passage au miveau du dioptre se réduisent aux
de définir de plan dncidence. deux relations vectorielles rraduisant la continuité des composantes tangentielles
des champs éelectriques et magnetiques :

E, =E,, et B =B,

Sans perte de généralité, on peut chosir "axe Oz comme axe normal au dioptre
et confondre le dioprre avec le plan xOy. On peut également choisir I'axe Ox

30. [¥aprés les hypothéses, comme direction de polarisation du champ électrique, Au point O, on a alors™ ;
on @ an effetici . .
E. = Eﬁ --'--EI F’]T ?ﬂ' - E.“'ﬁx N E”"E= = Er.llﬁl
) B,=B, = nE_ (i ~i|-nE (i, ~ii)=nE (i s,
i
B =g AE
e T Lz signe moins dans la seconde relaton vient du fait que la propagation du
A . champ électrique réfléchi se fait dans le sens de - . On abourit finalement
B, = ?"e ~E, au systéme simple suivane :
E_ *E _=E
“.EI.,H - IErJI = HiEun

On définit alors les coefficients de réflexion r, . et de ransmission 1, , en amplirude
du champ électrique par les rapports ;
E,. E..

1';:|.=E_ et l:|:=:|-__-._
— i — i

Dans le cas de I'incidence normale, pour une OPPH se propageant du |

milieu 1 {d'indice »n ) vers le milieu 2 {d"indice n_), les coefficients de |

réflexion r,, et de transmission t,en nmplltud-e du champ elecmque |

s"écrivent ; .
n-n, ~ Im

o,

Ces résultats montrent en particubier que dans des milieux transparents pour
3. C'est-A-dire, sans absorption.  lesquels les indices sont réels’’, la ransmission n'introduit aucun changement
de phase puisque le coefficient ¢, est toujours positif. En revanche, la réflexion

introduit un déphasage de ® sin, < n,.
Laurs T_




Il est par ailleurs intéressant de noter I'analogie entre les ondes électro-
magnétigues et les ondes sonores. Le champ électrique, lié a I'existence d™un
déséquilibre en charges dans I'espace, est "analogue de la surpression, alors
gue le champ magnétique, défini 4 partir d’un courant de particules chargées,
est I"analogue du champ des vitesses. Ainsi, en définissant I'mpédance électro-
magnétique par le rapport :

E .
32, Pawr ure OPPH e prapageant Z=p,= 7,
dans un miligu dindice o, on & ! B
I-p £ les coefficients de réflexion et de transmission en amplitude du champ électrigue
" g'écrivent comme pour la surpression @
z-7, %%
wOEAE “E+E

(..1.5. Coefficients de réflexion et transmission en énergie

O définit les coefficients de réflexion B et de transnuission T en puissance par
les relations :

() n

R=- 2, el T={

{1,) ()

Pour une OPPH se propageant dans un milieu transparent d'indice », les
valeurs movennes des vecteurs de Povnnimg valent :

_—

':II'I} = ML T" .

On en déduit donc les reladons :

.l

. . ] E H
'R:—;’":rl'_l ot Te==£x '1"=—-":|J1.
E : o B M,
2 1 Fomi 1

Dans le cas de 'incidence nofmale, pour une OFPH se propageant du milieu |
1 {d'mdice »,) vers le milieu 2 {d"indice n,), les coefficients de réflexion R
ct de transmission T en pulssance s"écrivent :

\I.E

H —# dn m

R=| 25| o T=—T00
.“'|+":;|J [H1+H‘E}

On remarque que B+ T = 1, cette relation raduisant la conservation de I'énergie
dans un milieu non absorbant. Par ailleurs, les expressions précédentes éant
invariantes par permutation des indices 1 et 2, elles ne permettent pas de
connaitre le sens de propagation de I"onde incidente : d'un point de vue
energétique, le dioptre posséde les mémes propriérés que I'onde se propage
du miliew 1 au mibiew 2, ou du milicu 2 auw milieu 1.

3. Ce madile a its moduie dors (2. 2. Réflexion sur un conducteur parfait -

le cours d'@lactramagnétisme. -
2.2.1. Propagation dans un conducteur
Contrairement 4 un isolant, un matériau conducteur content des charges libres
susceptibles de se déplacer dans tout le vaolome, Le camaceére conducteur ou
isolant d'un matériau peut ainsi se dérerminer en comparant la densité de

Chapitre 4 ; Pheinoosdnes lasdaires dispersifs




34, Pouwr trowver Ba relation
de disparsion du conducteur,
la démarche est la mime que
pour e plasma,

courant de charges libres _;, et la densité de courant de déplacement L qui
interviennent dans I"équation (iv) de Maxwell :

—— o . s ;}E
rotB =M, {_il'l. +'f_.l]|! avec §, =k, E

Pour un milieu conducteur, on a généralement : j, < j, . Péquation précédente
devient alors :
rotB =y j,.
Pour une OPPH de pulsation @ ¢n propagation dans le conducteur, on a en outre ;
-’__Il = HE 3

on & désigne la conductivité du matériau qui dépend a priord de w. En supposant
le milieu suffisamment conducteur dans le domaine de pulsations etudié, les
équations de Maxwell (ii) et (iv) s’écrivent en représentation complexe :

Gi ﬁf—:=-g—f = _jEinBE=—job

Ei‘r) Hﬁ = J"‘q:--}r.' = _-I:E S E = Hﬁir

le vecteur d’onde & étant a priort complexe.
Enfin, en combinant cette équation avec la relation constitutive du matériau
conducteur, on obtient la relaton de dispersion™ :

E=—ju,m&i, d'oi : g:d%[t-;‘}l_
2

En introduisant I'épaisseur de peau §= , Ol peut encore écrire :
‘Juaﬂm

Pour une propagation selon 'axe Oz dans le sens des & croissants, le champ
¢lectrique dans le conducteur a donc pour expression (fig. 13):

. I
E(z,1) =E_,n & cm(m.t —%) |

wile mileu conducieur
diopire
Fig. 13 - Evolution du champ électrique dans wn conducteur [cas d'une polarsation rectiigne).
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35, Pour 7 = 55, Mamgplitudas
pst inféripure & 1% de
54 valeyr imEighe,

3, Sur um conductewr partait,
i 'y a pas cantinuité da

la composante tangentielle du
champ magnetigue 4 I'mberface
aptre les deux miliew || existe
une discominuitd assochae

it lappantion d'wne dansilie
superficielle de courant.

L'amplitude du champ dans le conducteur décroit exponentiellement avec la
distance. Elle est pratiquement nulle guand 'onde s'est propagée sur une
distance de quelques &, La relation linéaire entre la densité de courant J, et

le champ éectrique E montre done que les courants sont localisés au voisinage
de la surface du conducteur : c'est "effet de pean.

(C.2.1. Réflexion sur un conducteur parfait

Dians un conducteur parfait, la conductivité est infinie, L'epaisseur de peau est
alors nulle & = 0 et I'onde ne peut pas se propager dans le milieu. En conséquence,
le champ électrique et le champ magnetique sont nuls 4 Vintérieur d'un
conducteur parfait. Ainsi, par continuité de la composante tangentelle du
champ électrique a l'interface entre les deux milieux ™, une OPPH incidente
s¢ propageant dans le vide et tombant sur un conducteur parfait est donc
totalement réfléchie. Un conducteur parfait s¢ comporte comme un miroir
parfaitement réfléchissant qui ne dissipe pas d'énergie.

Une onde qui rombe sous incidence normale sur un conducteur parfait est
totalement réflechie. Les coeffictents de réflexon et de transmission n
amplitude et en énergie valent done ;

rIE':_]' et
R=1

fp =0
e T=0

3.2.2. Caractére stationnaire de 'onde

Considérons un conducteur parfait plan dont la normale définn "axe Oz, Une

OPPH de pulsation o se propageant dans le vide, gui tombe sous incidence
normale sur le conducteur, est totalement réfléchie. On peut Ecrire, en repré-
sentation complexe :

et EJ:,!):H, avec k:ﬂ-
s

E._E:.!-:|=F_Imellilu-l:|’_ Erl:ﬂ-‘._]:_f:ﬂ E|||:u.|-i:|

igm

L& champ clectrique total dans le vide est la superposinion des champs électriques
de I"'onde incidente et de I'onde réfléchie :

E.‘ :1I:I-_]-E|I_1£'.:u-k.—.l-:: .E'I”'”u:

L L

s0it, en représentation réelle :
E,_{(zt)= IEr._ ﬁl.{[ﬂ]ﬁ]{kz}l .

Cette expression est celle d'une onde stationnaire gui "annule sur le conducteur
(= =0}

SirpE |Iremdres diRpsaraile
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- Savoir faire

0 Chercher une solution de I’"équation d'onde sous la forme, en représentation complexe ;
Fix) =P gD
ol o est réel er k a priori complexe.,
@ En déduire la relation de dispersion entre & et . L'écrire sous la forme :
Elo) = &' () - j&%(w), avec &"(w) = 0.
@ En déduire le caractére dispersif et absorbant du milieu :
— 851 k(@) = 0, il n'y a pas de propagation.
~ 81 ¥'(w) est une fonction lindaire, il ¥ a propagation sans dispersion.

- 8i k'(m) = 0 et n'est pas une fonction linéaire, il v a propagation avec dispersion.

— 81 &"(m) # 0,1l v a absorption.

__________________________ i i s [P s = o bl

O O . . . . . . - -

=+ Application
1. On considére I'éguation d’onde suivante ;
e i
3 =g o - =0

ol ¢ et &, sont des constantes positives,
Déterminer la relation de dispersion, les vitesses de phase et de groupe. Y a-t-il dispersion, absorp-
tion ¥ Donner I'expression de ¥(x,1) en représentation réelle,

2. On considére d présent 'équation d’onde dite de Klein-Gordon :
FY 'Y

F—I F—lﬂ:‘? =0,
Déterminer la relation de dispersion, les vitesses de phase et de groupe. Y a-t-il dispersion, absorp-
tion ? Donner 'expression de W{x,7) en représentation réelle.
3. On considére I'équation de diffusion :
v @Y

—-a

de - ar’

ol @ es1 une constante positive, Déterminer la relation de dispersion. Montrer qu’il v a propagation
d'une onde avec dispersion et absorption. Exprimer la profondeur de pénétration 6 de l'onde.

=0

Solution

1) @ L'équation d'onde étant linéaire, on peut rechercher ¥ sous la forme :
Lix,p) = W o,

@ de sorte que I'éguartion d'onde donne :

(B¢ - o - uf)¥ = 0,
Dou la relation de dispersion :

F we
c iy




3} La relation entre & et o n'est pas linéaire. Le milicu dans lequel s¢ propage I'onde est dispersif.
Le membre de droite de I"équation précédente est toujours positif, Par conséguent, & est réel. [l n'y

a pas d'absorption. On a ;
|
k=t 21’14-53-.
(8 1]

Par la suite, on ne conserve queé la solution positive.

leitmcd:ph&uﬂ,=“fvaut:
|
. 1
| ;’n%
! ad |

Cette vitesse dépend de &, autre fagon de dire que le milieu est dispersif.
Pour calculer la vitesse de groupe v, = d—m, il est préférable de partir de la relation de dispersion

dk
sous la forme :

ket = o + o
En dérivant, on obtent :

2 kdk = 2w dw
puis : .dl".-f.lf d_m'=i

de o @ dbk ow’

Don :

On deduit alors 'expression réelle de ‘¥ :

o3

8 Avec I'équation de Klein-Gordon, il suffit de remplacer w] par (- o) dans la relation de disper-
sion de la gquestion précédente. Ainsi
o'l o
=—l]l-—
B - [ m-"]

La relation entre & et o est encore non linéaire. Le miliew est done dispersif. Mais le second membre
de I'équation peut a présent étre négatif. On doit alors considérer deux cas ;

2
£='+:E'I||1-EL; .
e oy

Il y a propagation (Re[k] # 0) sans absorption (Im[&]= 0). Cette situation est celle de la question
précédente. La vitesse de phase est :

¥ix.td="_cos
!

~Siw>w, , ona: k>0 Alors :

s

F |
-
ik

o L b i el amy Foim b T im
L 030 |!'|'I|:I|I_'i":.-1'l"i|-'lI
Chaplire 4 ; Phénomanas |ineaires drspersifs ORI o



el la vitesse de groupe :

R 1:”]*-912 7
L]
Yix, i)=Y, ms[m[r—ﬂll—i‘z Eﬂ
m

~-Siw<uw,ona:g <0 Alors:

L'expression réelle de ¥ est :

2
k=1 2 [Ty
¢ Y
Il n’y a plus de propagation (Re[k] = 0), mais une absorption (Im[&] = 0). On ne peut donc plus
definir ni vitesse de phase, ni vitesse de groupe. L'expression réelle de ¥ est ;

I g
L"]"{x,tj =¥ ¢ b cos(ae)

onde stationnaire atténuée. On a introduit la profondeur de pénétration :
i

b= l,suit: b= ;
E[ w} — o
3) 8 Avec I'équation de diffusion, on a :
jo+aki=0, soit: F=-j=.
i
En remarquant que {1 — j)* = - 2j, on peut écrire

| . o I
E=(-jp =

La relation entre & et w est non linéaire. On a encore affaire 4 un phénoméne dispersif. En outre, &
£s i présent complexe :
k=%(1 —ﬂ,fﬂ.
2a

Il v a propagation dispersive (Re[k] # 0) avec absorption (Im[£] # 0) de I'onde par le milicu. La
solution physiquement acceptable est :
=(1-5 |2

‘ Wixg) =W, e b mm:mr—%‘.r ‘

ou I'on a introduit la profondeur de pénétration de 'onde :

a= : (k" = Iml[k]), soit: &= JE
W >

din
La vitesse de phase est 19, = % et la vitesse de groupe @ v = gy avee k' = Re[k]. Ainsi :

de sorte que 'amplitude de ¥ décroir :

¥

- +2a0 et P = JEmn




Meéthode n*2

Comment determiner les coeflicients de réflexion
et de transmission en amplitude pour le champ électrigque ?

On considére la propagation d'une OPPH dans un milieu transparent non absorbant d'indice n.
-+ Savoir faire

: © Exprimer I'impédance électromagnétique Z caractéristigue du milieu en fonction de son
i indice n. Par définition, pour un milicu non magnétique :
E
L= j.l.ﬂ E .
@ Utiliser I'analogie avec les ondes acoustiques :

E:fﬁl:pn%, pe=E, w—;r%,d‘nﬁ: reRret Lt
I @ En déduire les expressions des coefficients de réflexion r et de transmission ¢ en amplitude
:pnurl:::hnnmélmu*iqut.

oo on o oo o om o e e e R O R S R W N S

-
Lo Tl I |

=+ Application

Une OPPH tombe sous incidence normale sur un dioptre séparant deuxmilieux transparents non
absorbants d'indices respectifs n, et n,. Calculer les coefficients ret r.

Solution
@ Pour une OPPH en propagation dans un milieu transparent non absorbant d'indice n, on a :

ﬁ k.ﬁ.E ME:HE.
Li1] C

Avec, pardéﬁniﬁn-n:3=u,a§,ilvi=nt:

z =0

n

i L
;@- On peut auss 'acrire . 2 =F‘ aver L =|,c impeédance du vide.

@ En unlisant 'analogie avec les ondes sonores, on a, lors de la réflexdon d'une OPPH électroma-
gnétique tombant sous incidence normale sur un dioptre :

£ -Z 27
r=s —4+—L ¢t = —4— carp+ E.
Z+Z, Z+Z°
OAvecZ, = 5° o Z = M° | on déduit:
| My
Mol _ By . o Mot —
L S =!H, et ¥ = % —l 2|
E_}E !E ", |lu£+& H o+ H
ﬂI “! nl:I "1



erczces

Niveau 1

Ex.1 Ondes élastiques dans un réseau cristallin
Un réseau cristallin est constitué d'une chaine mfinie
d’atomes situés, 4 I'équilibre, aux abscisses x telles que
x . —x = aladistance a érant constante, Une per-
turbation longimudinale écarte chaque atome de sa posi-
tion d'équilibre d'une quantité ¥, irés petire devant a.
Chague atome est alors soumis & des interactions
modélisées par des forces de rappel de raideur K exer-
cées par les plus proches voisins seulement.

1} On suppose que tous les atomes sont identigues, de
masse m,

a. Deéterminer "equation du mouvement de chague
atome de la chaine.

b. Montrer que des ondes asogues longinedinales de
pulsation w et de vecteur d'onde & = ki, de repré-
sentation complexe :

gL ()= Al

peuvent se propager dans la chaine 4 conditon que o
et k& vérifient une relation de dispersion o = wik).
e. Tracer le graphe de o = wik) pour :

-1 n

— k-

a a
domaine de valeurs appele premiére zone de Brillouin.,
Montrer que des andes ne peuvent se propager le long
de la chaine que s la pulsation reste mféricure a une
valeur maximale w__.
Calculer la viresse de phase et la vitesse de groupe,
Qe deviennent ces résultats dans la limite continue
dont on préciscra les propridénés ?
2) Le réseau cristallin est & présent constitue de deux
ypes d'atomes. Les atomes de masses s 200t situés
aux positions paires 2m, ceux de masses M sont situes
aux positions impaires 2a + 1.
a. Dérerminer les équarions du mouvement des atomes
de positions paires ef de positions impaires,
b. On cherche des solutions de la forme :
Yo 0 =AL ey, (=B

avec A @ B, Montrer que pour une valeur de & donnee,
il existe deux valeurs possibles de @ que 1'on notera
e (B et w (k) avec > w, .
€. Tracer les graphes de w_(k) et 0, (k) pour :

- R n

— ks —
2a 2a

premicre zone de Brillouin powr la chaine 8 deux tvpes
d'atomes. Montrer en particulier I'existence d'une
bande interdite de valeurs de @ dans laquelle aucune
propagation n'est posaible,

d. Chue deviennent ces pisultats dans ba lsmite continwe #

Ex.2 Ligne électrique avec peries

On considére une ligne électrique avec pertes. Outre
les effets inductifs et capacitifs de la ligne, on tient
compre de I'existence de pertes liées au caraclérs non
parfait des fils conducteurs et des composants.

rix, ) Rdx Adx
._._-_."\-W"«"h_

ey +dux, 1)
——|_1_Iit ; e

i x, I} G odx :I—

| :

i(x + dx, 1)

x x + dx
; f T du  df :
1) Erablie les relations donnant .-ju_ » — en fonction
x X
. oM i
de 1, i, — er =— .
e dit

2y Déperminer les éguations d'ondes dont w et @ sont
les solutions. Identifier la vitesse de propagation des
ondes sur la ligne.
3) Om emvisage ln propagation d"une OPPH sur ks hgne,
de représentation complexe |

E‘[I_lf] = ““ l_.'!'.l k| &1 !.I:I,I:l = !'“ t".i'" &) )
Déterrminer la relation de dispersion ot la mettre sous
la forme & = ).
4y Montrer que la propagation se fait avec atténuation
de "'amplitude de 'onde. La propagation peut-clle se
faire sans dispersion # Conclure,

Ex. 3 Réflexion entre deux plans paralléles
conducteurs

Une onde électromagnétique plane transversale se pro-
page suivant I'axe Oz entre deux plans conducteurs
parfairs. Ces plans, perpendiculaires 4 'axe Oz, somn
situtsenz =0 etz = L.

1) Quelles sont les contraintes imposées par les condi-
tions aux limites ¢ Montrer que le champ électroma-
gnétique entre les plans peut se mettre sous la forme

Elz.)=Z(z3F(1 W

2) Deéterminer les expressions des fopctions 200 et Fi.
3) En deduire la forme genérale de la solution,

Niveau 2

Ex.4 Diffusion thermique dans l'air
Un miliew solide conducreur de la chalewr cccupe ke
demi-espace x > 0. Il est caractérisé par ses propriétés

Eapdiices




physigues suivantes : capacite thermique massique o,
masse vilumigue p, conductivité thermigque A, T est
en contact, ¢n 1 = 0, avec un plan dont la temperature
varie suivant la loi :

T (r1=T,+8_cos(wr) .

Omn rappelle 1a o de Fourier relapve 3 la diffusion de
la chalewr ;

Gy =—hgradT
En effectuant un bilan d'énergie sur une tranche
d"épaisseur dy de solide, située entre les abscisses x et
x + dx, établir "équation de diffusion de la chaleur :

E -ﬂ-a'r—-[ =1
o ax’ '

Exprimer la diffusivité & en foncrion des caracréris-
tigques du miliew ¢t préciser son unité,
2) On cherche "&valution de la tempéramree du miliew,
en régime harmonique ¢tabli. On adopte la représen-
ration complexe

T(e) = Ae™™™,
a@. Déterminer la relation de dispersion. Exprimer le
vecteur d'onde sous la forme &'+ &% .
b. Dérerminer "expression réclle de la température
dans ke milew, Montrer en particulier Pexistence d"une
profondeur de pénétration caractéristique 8 de I"'onde
dans le miliew.

€. Exprimer les vitesses de phase et de groupe.

Ex.5 Influence de la viscosité de I"air

sur la propagation du son
Omn s'intEresse 4 la propagation d"une onde sonore dans
I'air le long de I"axe Ox en tenant compte de la visco=
siné de "air.
1} Rappeler les mrods éguanions de couplage linkarisées
de la surpression p, de "écart p i la masse volumique 3
I'équilibre p, et de la vitesse des particules fluides ©,
dans le cas of la viscosité de "air n'est pas prise en
compte,
2} Si l'ony dent compre de la viscosivé de air, 1"égua-
tion d'Euler linédarisée devient ;

I - B}
P..E—-WPHMP

ol M désdgne le coefficient de visoosité du fluide. Tusrifier
brigvement cette expression,

3) En déduire I'égquation d'onde vérifiée par la sur-
PTession.

4) On recherche des solutions pour p sous la forme
d"OPPH de représentation complexs :

E{L ﬂ = P-. 'E.'I--J-I.:.
Quelle est la relavon de dispersion # Mettre sous la
forme k& = k7= jk~
5 Dérerminer 'expression réelle de la surpression.
&) Exprimer la vitesse de phase de I'onde.

71 51 on uthse des ultrasons dans air, quelle gamme
de fréquences est-il préférable de choizir pour limiter
leur anénuation au cours de la propagation # Que
dewient la witesse de phase dans ce cas ¥

On rappelle la relation d'analyse vectorielle :
AldivV) = div( AV) .

Niveau 3

Ex.6 Ondes sonores dans un pavillon
1) Un pavillon acoustique de révolution d'axe Ox a
une section variable S{x) croissante. On étudic la pro-
pagation d*une onde sonore dans le pavillon. Sodt une
tranche de fluide d'epaisseur située entre x et x + dx,
i "eguilibee. A Pinstang ¢, ceme tranche de fluide s"est
deplacee et elle est située entre :

i, ety + dx + yix+ dx, 1),
Drans voute la suive, on suppose que !

oy

e =] -
a. Bn cffecteant un bilan des forces qui s'exercent sur
la tranche de fluide précedente, montrer que Yix, 1) et
Ia surpression plx, ¢} sont liés par la relation :

dy  dp
Pa art dx
b. Les transformations du fluide émant supposées adia-

batiques, Montrer que :

1 #Sy)

'P=_Sx! dx

ol x désigne le coefficient de compressibilitg isentro-
pigue.

. En déduire Méquation d'onde vérifiée par et celle
veérifice par p.

2} O 8" ineéresse au cas d'un pavillon exponennel powr
lequel S(x) = 5 e

a. Que deviennent les équations verifides par wer p ?
b. On recherche des solutions de type onde plane.
Discuter la pertinence d'un tel chonx.

¢. On adopte, pour ces solutions, la représcntation
complexe ;

Wix,e)= A=

Deéterminer la relation de dispersion entre & et o,
Montrer en particulier I'existence d'une pulsation de
coupure o en-dessous de laquelle aucune propagation
n'est possible.

d. Exprimer les vitesses de phase et de groupe quand
il ¥ a propagation.

Ex.7 Propagation d'une onde en présence
d'un conducteur

Une interface plane sépare le vide {miliew 17 d'un
miliew conducteur (milieu 2) de conductivité ¥,
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L'interface définit le plan xOv, On s'intéresse  la pro-

pagation d'ondes électromagnétiques parallélement 4

la surface de séparation des deux milieux dont les

champs électriques et magnétiques s"écrivent :
E(x,z)=F ()™
B,(x,5,0)=G,(z)e" "

aveci= 1,2

1} Le conducteur #st suppose parfait.

a. Que valent les champs E, et B, ?

=

b. Bcrire les équations de Maxwell pour ﬁ et B .

€. En déduire les relations vérifides par F et G, et
leurs dérivées E' et G,

d. On suppose que 1 F, =0 et G, =0 (onde TEM).
Determiner la r:latu:ln de d|5prr5.mn-

€. En déduire les vitesses de phase et de groupe de
T'onde. La présence du plan conducteur perrurbe-1-il
la propagation de "onde ? Préciser.

f. Diéterminer les expressions de F . G, , G en
fonction de F

-
Exprimer le vecteur densite de courant surfacique j‘;
pouvant exister dans le plan Ok,

2} Le conducteur posséde mainrenant une conducti-
viteé 7 finie,

. Montrer gue la densied volumigue de charge peut
étre considérée comme nulle dans le conductewr.

b. Déterminer la relation de dispersion. En déduire
lexistence d'une profondeur de pénétration caracné-
ristique .

<. Pour I'eau de mer, & basse fréquence, la conduction
vaurt @ ¥ = 4,4 {3 '- m', Lurilisation de la gamme de
fréquence VILF (basse fréquence) pour le systéme de
communication permettrait-il de rebier les avions et les
SMLE (Sous-marins Nucléaires Lanceurs d’Engins) ?
Expliquesz les contrainres imposées. On prendra comime
exemple une fréquence de 100 He 4 1 kHz.

O rappelle les relations danalyse vectonielle :

div(fV) = fdiv(V)+ grad f . ¥
rot(f V) = oot V) +grad { ¥

Ex.8 Onde hélicon

Un plasma est constitué d"électrons de charge - ¢ et
die masse nr, ot d'ions de charge + ¢ ot de masse M avec
M = m. On note respectivement & et o, les densités
électroniques e ionigues. Le plasma émant globalement
neutre, on a n, = n. On suppose le plasma peu dense
de maniére 4 négliger les collisions dues & I'agitation
thermigue, et on suppose les charges en mouvement
non relativistes,

Une onde électromagneétique plane harmonigque s¢ pro-
page suivant Paxe Oz dans le plasma, La représenta-
tion complexe de son champ électrique est ;

E(z,r)m E_gf™",

Drans toutes les questions, on sdopte une représenta-
tion complexe des grandeurs physigues.

1) L'onde s¢ propage dans un plasma dans lequel
n'existe aucun champ magnetigue extérieur.

a. Justifier que I'effer du champ magnétique de onde
soit neglipeable devane celui du champ electrigue.

b. Déterminer la densité de courant ; dans le plasma.
Montrer gue le milieu présente une conductivité g
complexe due en quasi-totalité aux électrons.

€. Montrer que I'onde se propageant dans le plasma
est transversale.

d. Etablir la relation de dispersion du plasma. Montrer
que I'onde ne peut se propager dans le plasma que s ;

m}m aveC ﬂ};z—l—
£,

. Lorsgu’il v a propagancen, déterminer les vitesses de
phase v, et de groupe .

2) La haute atmosphére, appelés ionospheére, s¢ coms-
porre comme un plasma. 5i on néglige "action du
champ magnétique terrestre, elle se comporte commime
un plasma isorrope semblable & celui érudié & la gues-
tion précédente. Si I'on tient compre de "action du
champ magnétique terrestre H'.I sur les electrons, elle
s¢ comporte alors comme un plasma anistrope ot les
conditions de propagation dépendent des onentations
des différents champs de 'onde et de son vecteur
d'onde par rapport i :E, . Dramns la suirte, on posera :

LBy

a. Montrer que pour une OPPH se propageant dans
la direction Oz en présence de ]_3, , I champ magné-
tique de Monde reste transversal alors que son champ
électrigque peut avoir une composante longimudinale
E, li¢e 4 I'existence d’une composante §, de la den-
sité de courant.

b L'onde se propage & présent dans la direction du
champ magnénque terrestre - les vecoours ket ]-31_
sont tows deux dirigés suivant O,

(1) Montrer que le champ électrigque reste transversal,
(i} En négligeant les frotements, érablir, en repré-
senfarion complexe, les expressions des composantes
@, et ¢ de la vitesse d'un elecrron. Peut-on definir
simplement une conductivied pour le milieu ¥

(iii) Une onde polansée reculignement peut se décom-
poser en deux ondes polanisées crculsirement : ung
onde circulaire gauche et une onde circulaire droite.
OnnoteE L E L E . E  leurs composantes. Montrer
que, pour chacune de ces ondes, on peut definir des
conductivités o, et o,

() Quelles sont les relations de dispersion associes
4 ces polarisations ? Montrer que s1 0 << @, << @,
une onde incidente polarisés rectilignement se trans-
forme en une onde polarsée circulairement.
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Soluutzons des exercices

Exercices de niveau 1

Exercice 1

1} a. La situation est la suivante,
H—] l:l H'Il'].
~ WAV 0 WAV —0— WA —— WA ———

¥ B
p—

:
kSO ¥, ) g

L'application de la relation fondamentale de la dynamique a la masse m donne :

m¥ =K%Y -¥, ) -K%¥ -¥,)
sait

;‘E’ﬂ=mé["'}'_”—2'l-'n+"}'__l}! avec @, = E.

b. L'équation précédente étant linéaire, on peut adopter une représentation complexe :

Jrne—i b

W, =Ae

Alors: ¥ = g
Fl W _2'1-!"-1- 11._|=T"[3-Hd_2+£.ltn]
enuthsant : x_,, =x_+*a ¢ x ,=x —a.
Finalement, on obtient :

-w¥ =] (2cos(ka) -2)%F

—AE|

soit o = 2] (1 - cos{ka)).

kal . .,
' Avec cos(ka) = 1 - 2sin? [E]iﬂ'ﬂmt:

w=2m, sin[%)‘ ‘ (relation de dispersion).

W' = 413]331“2(‘%“] s puis

e. Pour | k| = %,le graphe de w{k) est le suivant ;

i}
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La relanon de dispersion montre que, quelle que soit la valeur de & :
w=®, ., avec o =20,

L
d. « La vitesse dtp]‘lﬂitt-" est: o, = I_.,su:'t:

El]fl-n . n

-v,p=—h'—m'l'£ (0=k= —)
. La vi d . _ dm .
vitesse de groupe v, est: v, = ﬁ,mﬂ

|
[ ka n
|;|‘-;;mﬂms[z] {::IE.#EE}

e. La limite continue correspond a ka — 0. Cela revient a écrire que a =< L. L'influence de 'onde
s¢ fait alors ressentr sur plusieurs atomes. On a dans ce cas :

ﬂq—‘ Hm-[.

v, — au,.
On constate que v, = v_. Pour a << i, le phénoméne de dispersion disparait.

2) a. La situadon est i présent la suivante :

Zn -1 2n 2n + 1 2n + 2

B WO W B WO

¥ i i i »
——— p————

) £ T o, ¥You +1 Wy + 2

En appliquant la relation fondamentale de la dynamique 4 chague type de masses, on obtient :

mq‘:u =-K{¥,, - ¥, ,)-KW¥,-¥,.)
MY, =-K0¥,,, — ¥, -K¥,,, - '¥,.)

b. En recherchant des solutions sous la forme :

Y:H = ﬁ‘.l:lﬂ'—\il’_h:l ot .!.2“" - Bf.ll‘l.ﬁl—h‘..ﬂ
le systéme précédent devient :
[ —moA=K[Be*-2a+Be~ ]
| -MwB=K[A™-2B+A~]
S0t encore :
[mz K ."1L+E cos{ka)B=0
m M

%cns[k&]dﬂi-[m’ —%Jﬁﬂ}
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Ce systéme admet des solutions non triviales i :

W’ S Ems{.’m}
"t o

2K » 2K
—ﬁcns{ka:l - = M

=0

qui donne :

11 4K
W—EK[;+H]W+ oy Sin(ka) = 0.

Introduizons la masse réduite p définie par ;
1

Ll
pom M
Les seules solutions physiquement acceptables (c’est-a-dire, telles que w = 0) de I'équation bicar-

rée sont :
K 4}]1 . *
W¢—1|Il- J]‘ll‘jl—mﬂn (ka)

L O . L
o, = qu J1 L sin’(ka)

':-t;: On ne garde évidammant que las valeurs positives de la pulsation.

La relation de dispersion n'est plus une relation unique, mais une relation mulaple.

. n . . . .
€. Avec ka variant entre 0 et E,w#vmcd: ,a% a 1|IE ;0 varie de D a ,f-ﬂh—lf
m

y  M-m
™\ On peut noter que; 41-—— = =
é\ P 9 | amM My m

ZE 2K 2K , ,
Avec ™MoV S T,ﬂnﬂbhmtlﬂaraphﬁiumm:
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Dans le domame .,ﬂ% < D= 1||E » aucune valeur de @ n'est autorisée. Il ne peut y avoir propa-
o

gaton d'une onde ayant de telles valeurs de pulsaton dans le cristal. La méme remarque
2K

vaut pour les pulsations m =

Ainsi, une onde incidente sur le cristal avant une pulsation qui correspond aux valeurs interdites
précédentes est entiérement réfléchie.

- Les deus courbes pracédentes portent un nom. On nomme branche acoustigue le graphe de oK. Elle corres-
pond au domaine de propagation d'ondes sonores dans le cristal,
On nomme branche optique |e graphe de w_ (k). Elle correspond au domaine des ondes électromagnétiques qu
exciteraant la crstal.

d. Dans la limite continue, pour laguelle ka << 1, ona -

w, = 0 er ml* = E
n
— Dans le premicr cas, les équations en A et B de la question 2) b montrent alors que :
A=B.

Les deux types d’atomes oscillent en phase, avec la méme amplitude.

= Dans le second cas, ces mémes équations montrent que :
mA = - MB.

Les deux types d'atomes oscillent en opposition de phase, les plus lourds oscillant avec une ampli-
tude plus faible que les plus légers, le centre d'inertie restant cependant fixe (puisque mA + MB = ().

Exercice 2
1) Ona:

wlx,) =ulx + de,f) = A d.:: I:x,,r}l + Rdx i(x,r)

e ) — iz + dxg) = rd.x% (. 8) + Gdx wlx,)

soit, 4 'ordre 1 en dx :

2y On a alors ;

80it, en remplagant aal_' par son expression dans la deuxiéme équation :
X

Fu 0 du
= Ae [TI

Fwl % +Gu}+R[Tﬁ+Gu]

d
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*Avec k' = — et £" = - /GR , il vient dans la dewxiéme equation :

22 JGR =-(AG +TR)w
AG+TR-2JAGIR =0
(VAG + TR =0.

Finalement, la propagation est non dispersive si ;

&0 &

qui s"écrit encore |

AG=TR |

51'\ On vient de déterminer la condition nécessaire pour qu'il n'y ait pas dispersion

Exercice 3

1) Les plans conducteurs parfaits imposent a I'onde électromagnétique qui arrive sous incidence

normale d"étre totalement réfléchie. Le champ électrigque est nul dans les conducteurs. Par conti-

nuité de sa composante tangentielle, cela impose les deux conditions aux limites suivantes
E(z=0,0=0 et E(z=2,0=0

i tour instant. De telles conditions invitent donc a rechercher F sous la forme d’une onde station-
naire :

E(z,0) = Z(2) F(t) i

2) Entre les deux plans, le champ se propage dans le vide et vérifie donc I"équation de d*Alembert :

| I
a—E—cIE-ﬁ, avec o= !
EH:' E'-E: Ey My

Ainsi :

- . . f"{r) g ZY2)
= 3 o — " )
ZH F() -2Z"(5)F(n =0, soit: Fo) F: p

Les solutions physiquement acceptables sont de la forme :

F(fy=F cos{me+q@) et Z(g)=2Z cos(kz+¢), avec &= %

Les conditions aux limites imposent :
costh =10 et cos(kL. +9) =0,
D'ot, par exemple :

¢=—% et kL+¢:{2n—lj-;- (n & M),
Ainsi :
k,=%, puis: @ = ke
Alors :
E{x,t}=E_ms[%: +q1] ﬂ'n[u—sx}ﬁ‘

Exertidag H
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c. Onpose: k=k +jk".
i} .

= La vitesse de phase est: ¢ = F,smt:
T |
:J!=m5, ou encore : | ¥, = J2a0 .
dw di
* La vitesse de groupe est: v, = e Bvec = 2ak’, puis T = dak’, soil :

v = 2 2am = EE'.I?

Exercice 5

1) Les équations de couplage linéarisées, en ne prenant pas en compte la viscosite de 'air, sont :
- I"équation de conservation de la masse (1) :

WP o

| 3¢ tPAE=0 |

- I'équation d'Euler (2) : -
T

Poy = B |

- I'égquation d'évolution isentropique du fluide (3) ;

1
p=cip |, avec &= p_x‘
— &

2} L'éguation d"Euler est modifiée sous la forme :

o — _
P, a—? = —grad p + Nav (2"}

Le terme supplémentaire NAo est "équivalent volumique de la résultante des forces de viscosite, Il
traduit 'existence de frottements lorsque les molécules « glissent « les unes sur les autres. La lod pro-
poséc dans 'énoncée est linéaire.

)
.Q- Lesz fluides gui suivent cette loi sont dits newioniens

2 ]
3) On a d’aprés (3) : aa—f=.|:jg—1p, puis d'aprés (1) :
I I

=

Enfin: 32 —,;Jdiv(p-n %J s et d'aprés (2') -

ai—f = —c'*div[—sl'_l.dﬁ + TIM"] :

dp

E,i]ui:nt:

dt

Avec diviAD) = Aldive), et divg = —

P, e’

& p
dr*

d
¢ a?—vhf.ﬁp)

ol 'on introduit la viscosité cinématique v = -1,

Pa
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4) On se limite a la propagation d'ondes 4 une dimension. Ainsi :
Fp .Fp_, &p
di’ dx®  drdx’
équation aux dérivées partielles linéaires. Avec, en représentation complexe :
on obtient la relation de dispersion suivante :
- ¥ + et =— k!

80T ;
B e+ jvo) = w?
puis :
z
pa 1
Y A
T

A Cette relation montre que k est en général complexe et dépend de maniére non linéaire de o, L'air visqueus se
" comporte donc comme un miliew dissipatif et dispersif.

, LA
En remarquant que 1"-_:1 €51 5ans unité, on peut poser T = e Ainsi :

[
pofo) 1 (o) 1-jer
€| l+jmr c |+{¢]Tr.

Avec : k= k"' jk", on obtient :

e

2
gk-;.-=[2] _wt o
L I T

(07)

et | k|* donne :
3
k!!‘+k13=[%] 1 - .
Jl +(wt)
Ainsi, en ne conservant que la solution propagative dans le sens des x croissants, on trouve

O N Gl

“\ z(n[m]‘)

5) L'expression réelle de la surpression est :

Pl = R.:I:P_E'h E.-Iu_.l.-al]
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S0t :
plxg) =p_ e coslwr—k'x).

6) La vitesse de phase est donnée par :
® 1{1+|[m1}2)

1+({wt) +1

qui dépend clairement de .

7) Pour limiter I'atténuation de "onde au cours de sa propagation, il faut que k"{w) soit le plus petit
possible.

:t; 5i I'onde se propage sur una distance L, la condition ast &L << 1.

Avec ©T << 1, on a, 4 I"'ordre le plus bas en (wT) :

k‘(m}m%

prona..y L B
k(i) .:[2]:

La vitesse de phase est alors : v, = C. La propagation a lieu pratiqQuement sans arénuation et sans
dispersion pourvu que 1'on urilise des ondes sonores de basse frequence (ultrasons tels que T << 1).

Exercices de niveau 3

Exercice 6

1) a. Considérons, a I'instant ¢, la tranche de fluide soumise @ des forces de pression de la part du
fluide et de la part des parois du pavillon.

S (x+dx)
n (x)

5(x)

x+‘l‘h

x #de +# ¥ (x +dx, )

« Entre x et x+ dx, Ie pavillon peut étre assimilé & un cine d'angle au sommet . A l'ordre 1 en d, le volume « ini-
tial » vaut alors $(xdx

Oma:

F‘ =5{Ijﬁm&{15ﬂ ﬁ:
F, == S{x+de)p,, (x+dx,0) i,
de =p _ (x,0)dS sina i, +-I:IF;
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! '\ En toute rigueur, il faudrait considérar pour F_ at E, les expressions an x+ Vit ot x+ do + Wie+ de .

Dhans I'expression de dF,, 4;|.'F"p est la contribution 3 dF, non colinéaire a i, . dS, représente la sur-
face latérale donnée, & 'ordre 1, par :
x4 de+ yix 4 de, o) - (x + yix,e))

dS, =2nr(x) p—
&0OIL
ds, __Eﬂrtx}[“a_w]d:‘
COS Ot dx
Avec |El_ql << 1,1l vient :
GE
2K
ds, = mur{x]dx.

En appliquant le théoréme de la résultante dynamigue en projection sur I'axe Ox, 4 la tranche de
fluide, on obtient :
2

3
P S(x)dx ?'f = S(x) po (%0) — S(x + dx) p (¢ + dw,) + 2weana p_ (x,0) r(x)dx.

,J_’ . Comme le pavillon acoustique a une ghomatne de révolution selon Faxe Ox, les forces de pression exercées par
las parois sur ke fluide selon Maxe Oy s annulent

Avec: p_ =p,+p e p_, =p +p, ona,dl"ordre 1 en dx:

7 a ds
P SG TF = = 5= [SC) p(x)) - p, T + 2P, + ) tame r(x).

On peut remarquer gu'en raison de la symétrie de révolution :
dr

- LL—
3(x) = nri(x), de sorte que ix Er:rdx .

Dre plus ; tano = E.ﬂiﬂ&i:

dx
550 LY =~ (509 px)] - 2mp,r0 38+ 2mp, + ) ri) L.
. i ax . dx ¢ dx
Il reste alors :
dy _ 9 das
P, S{x) 3 Ix [S{x) plx0)] + p %
t S(x) : =-5( }ﬂ
ST ENCOTS pt, X &:! X a.‘l:
DVoih finalement ¢ :
dv _ 9
_ Py at - o9x

On retrouve une équation semblable a celle associée a la propagation du son dans un milieu non
lirnité, ou encore dans un cylindre.
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qui donne :
. E"_P__La*_ﬂ-l[_dlﬂﬁ][i
Yo p,axt op, b dr )| 9k
s0it ; r--a; — . ”
-P_:I -F_Idln's o
% T e

/ '\ On constate que p et ¥ ne vérifient pas la méme équation d’onde. Un terme en 14 (In8] wient s'ajouter dans 'égqua-
L
tion en 4.

2} a. Avec InS =In S5, + ax, on trouve :

dlnS__ﬂ . &’ In§
de de®

Les équations d'onde pour ¥ et p sont alors identiques :

Q.

AT Y
ar’ ax? 1%
dp Lp  Ldp
il L whl

b. Des solutions de type onde plane sont envisageables dans le cas de la propagation d'ondes dans
un milieu infini ou dans un tuyau de section constante.

Drans le cas d'un pavillon exponentiel, on devrait plutdt envisager des solutions de tvpe onde sphé-
rigque. Il faudrait alors reprendre la mise en équation du probléme depuis le début en raisonnant
sur des tranches de fluide sphériques.

Tourefois, si le pavillon est peu évasé, la recherche de solutions de type onde plane peut constituer
une approximadon suffisante.

c. Avec Wix,) = A "™, on obtient la relation de dispersion suivante -

]
_wt+ K+ jkact =0, soit : [:—I:.&:+jkn

En recherchant & sous forme complexe, on doit résoudre une équation du second degré a coeffi-
cients complexes. On a ;

(k) + jacikc) —w* =0
de discriminant : A = - {ac)® + 4o¥.

, ac
-5 > = on a alors ;

k= -}

ra| &

w \
tﬂ 1_[.—L] .
¢ w

ou I'on a introduit la pulsation w = % Cete derniére joue le rdle d'une pulsation de coupure.

- Pour @ < @ , & est imaginaire pur. Aucune onde de pulsaton o < w_ne peut donc se propager
dans le pavillon.

]
g En effet, les variables spatiale et temporelle sont alors découplées, Par analogie svec le vocabulaire de I'élec-
trocinatigue, an pourrart gualiber la panllan da hilire passe-haut dans le sens oo seulas les hautas Iréquances
if=F,) peuvent se propager.

Exergicas H




Finalement :

r
-siw<w,: k=—j %tﬂ ﬂ] -1
e Yl w

d. Quand il v a propagation, on peut définir la vitesse de phase :
—

o = SO0t

LL1]
*~ Re[k]

il_'l"'- On ne conserve que la racine qui assura la propagaton dans le sens des x croissants, o'est-a-dire celle dont |a
partie réelle ast positive

Certe vitesse dépend de w. La propagation est dispersive.

. ﬁ,nncﬂcﬂe:

Aves v =

—
dRelr]) d'ot |o =c 1—(ELJ l,
do ¢ sz_mi f ) |

On peut remarquer que ¥ v = ¢®. v, est supérieure d ¢ ; v, est inférieure a ¢.

Exercice 7

1) a. Le milieu 2 étant un conducteur parfair, les champs l_?.i er f!:1 ¥ sont nécessairement nuls,
Dong :

E,=0 et B,=0

en tout point du conducteur, & tout instant.
b. Dans le milieu 1 (vide), les équations de Maxwell s"écrivent :
(i) divE, =0 (iii) divB, =0
.. aB — JE
.. - _.-—L u — —L
(i) rotE % (iv) rotB =p g, 3

¢. Ces équations aux dérivées partielles sont linéaires. En adoptant la représentation complexe pro-
posée dans 1'énoncé, on obtient : ]

divE, = ¢ [ divF, - jhi,-F, |

divB, = " [divG, - jkii,- G, |

rotE, = ¢ rotF, - jikii, AF,

—

rotB, = e * rEf}I —jkﬁrnf'rl]

.

it Y =
> JjoE, et = joB,

174
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D'ou :

, —a . oA L
(iv) == rot G, - jhu AG, = jFFl

mr:cr-! =—-:!-—.
EgMy

d. Dans une base cartésienne, les équations précédentes deviennent :
{1} EI_- _Jlkle =u

@) G, kG, =0

(®) E i -F i - jk(F i -F_i )=-joG,

la " x I 127 ¥
[ - [ R— = = = LD =
@ G -G, i - k(G i, —G“u?}=;£—=}'-'l
Si,enoutre, F, =0et G, = 0,il reste :
M = F_=0
() = G, =0
F,=0
(3) = kF_=—jwuG,
~JkE = -jeG,
G: =0
i
@ = {jkG,_=j5F,
=13
—f#G,, = j=F,,

Finalement, toutes les composantes des vecteurs F et G, sont constantes avec F,=0ea G =0,
d’aprés les quatre équations avec second membre nul.

Les quatre équations de couplage des composantes de E et G, ne peuvent étre vérifites que si m
et k vérifient une relation de compatibilité : la relation de dispersion. Ainsi, avec :

- _
KF,, =-0G,, e kG, =-ZF,

il vient ;
2
0w
r 4
k"=—| ouencore: k=

o |g

c

en ne retenant que la solution positive, 'autre solution devant étre rejetée.

/ I\ On trouverait évidemment la méme relation de dispersion en considérant les équations liant F,_ et G, .

ExErgesEs ﬁ



€. La vitesse de phase est alors ;

et la vitesse de gEroupc ;
=
'IJF [ =8

La propagation de |'onde TEM se fait sans dispersion et sans atténuation. Le plan conducteur ne
perturbe pas la propagation de "onde.

f. - On déduir alors facilement :

(i}
F].:lr= 'EGIJ:
&
GI,T:_ EFI,:
soit, en utilisant la relation de dispersion :
1
FI._u-:rG]J et Gl..:.-=_ B F, .

* Pour exprimer toutes les composantes en fonction de F_, il faut une information suppléementaire.
Cest la continuité de la composante wangentielle du champ électrigque, en x = 0, qui la donne sous
la forme :

|' E (x=00=E, (x=0,)
| E (x=0,) =E,, (x=0,)

Puisque E: =0, il vient finalement -

1. 1.
. |
D'ou: G, ,=0 et G =- - Ei
Finalement, on a, pour tout = :
F,(2)=0 G (5)=0
1
F, (z)=0 G, (2)=~F,(2)
F (z)=cwe G.;[s} =)

On peut donc écrire les champs E, et B, sous la forme :

EL = EJH“'“'E:

i 1 -k )

B,=--F ¢ i
C

£- La condition de passage de la composante tangenticlle fLr des champs magnétiques s'écrit ;
B, - By =p,J, ni,.

Or ﬁﬂ. =0 . Do la densité de courant surfacique :
_,-r';_ =E“EFII:E’"“ it

*z;. Le vecteur densité de courant surfacique j, posséde & prior une composante suivant ¥, et une composante sui-
“¥ wvant v . Comme le champ magnatique B, est colinéaire @ u , la composante da §, suivant ce vecteur est nulle.

“ Chapitre 4 ;: Phénomignes lindaires dispersifs




2) a. Le conducteur a a présent une conductivité finie. Il existe dans le milieu une densité de cou-
rant _?_1 = 'yl_Ez. L’éguation de conservation de la charge :

dp, .-
E + dﬂ"j= =10
associée a I"équation de Maxwell :
divE, = e
Elll
donne alors : .
o N B
dr +E P, =0

-]

Cette équation admet une solution exponentielle décroissante :
r

p,=Ae’

avec un temps caractéristigue de décroissance :

Dans un conducteur, ce temps est généralement trés faible. Avec la valeur ¥ = 4,4 (1. m"! propo-
sée 4 la question 2.d pour I'eau, on a :
T=2-10""%s,

On peut donc raisonnablement estimer que la densité de charges est prariqguement nulle dans le
conducteur :

P, =01,
b. Les équations de Maxwell dans le conducteur ©
JB

rotB, = ——i
: dt

— .. : JE,
rotB, =p ['I"Ez +E, ﬂ_:-)

donnent alors :
—ﬂ.]_Ez puisque divl::.l =0
rot|rotE, | = N
{ } ‘“nE[TEz +E,,-F[3-]
S0t ;

FE, , . yoE
1_Aam =_J 2=
ar BT

b )

L'équation étant linéaire, on peut adopter une représentation complexe et rechercher une solution
en régime sinusoidal permanent sous la forme :

By = B, e,
On obtient alors la relation de dispersion :

—wr e e =2 goit R j L2

€
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Le vecteur d'onde est 4 présent complexe. On peut 1'écrire sous la forme :
=k - k"
'E o Onaxprime & en foncton de &7 et K™, puis I8, On peut alors en déduire £ at k7
On trouve alors :
T I}
E

w’ 5
‘:—1 I+a” =1 s BN pOsant o0 = ——
0

K=

o || ==

Le champ électrique s"écrit :

E'.z - El._é'_r' # glia—kd#) .
fi &tant un vecteur unitaire de la direction de propagation. # est homogene a une distance. Elle

définit une profondeur de pénétration caractéristique de 'onde :

1

E=F.

¢. Dans le domaine de fréquence 100 Hz - 1 000 Hz, o prend des valeurs dans le domaine :
g 10"=a=8-10°
On a donc o >> 1, &i bien que :

puis : &= %E, SOIL

1w’

[ =§Fa

e |2
; Y

7.9m=56=24m.

Les SNLE restant en général au fond des océans, ils ne peuvent capter les ondes VLF que s'ils
remontent a la surface.

Numériguement, 00 OUVE |

Exercice 8

1) a. Chaque charge ¢ contenue dans le plasma est soumise 4 une force de Lorentz :
F =4 I[f! + -ﬂ.ﬁ} 3

ol E et B sont les champs électrique et magnétique de 'onde. On peut comparer les effets magné-
tique et électrique en donnant un ordre de grandeur du rapport :

#aB| B
El B
Pour une onde électromagnétique, on a, dans le vide : E = ¢B, ¢ étant la vitesse de la lumiére. Ainsi :

IﬁTBI = Ef.-: |
I

[~
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'I:,: Vioir les exercices 2 et 4 du chapitre 3.

En urtilisant les propriétés de telles ondes dans les relatons donnant ¥, et v d la question précé-
dente, on peut écrire :

_ i j"uE:.ﬂ _mrE_v.'ﬁ

"

—~tom o -l
s0it
u _EJ"{III-'EIJ,}E
= ik " m:_m: E L]
ou encore :
T
= Tme+o |

En procédant de la méme facon avec U o 00 obtient

[ re—

1 & E

' = Wi
I
43
[ o+
Finalement, on peut écrire :
_ _.e E
B, = j——
n 0+ 0

| T . — —_—

En reprenant les calculs avec la polarisation circulaire droite, on trouve :

e {3

— _ i n
Vp=1—
L ]

On peut a présent définir les densités de courant :

qui s"écrivent :

(1) - - E 0 .
J -_jif_g &t JD-..;LLE
= wHw —w

On retrouve des relations vectorielles simples de la forme i =oE qui permettent de définir les
conductivités :

2 |

__j EDmF |

= w+m, |
x

G =t |
o w0 — 0

g_"! v Mathématiquement, nows avons procédé § un changement de base dans laguelle | représentation matriciele du
tenseur de conductivité ast diagonala.
iv) Les relations de dispersions sont de la forme :

. i
k' = m* - =0,
EIJ

Exardicns




expression €tablie a la question 1.d. Ainsi :

ke =o' - et B = -0 —
. T+, o fw-w,
Do
al " ¥ i
. [(m i
=2 [1-| =
c ¢ | o +o
al 3 ]
kli;= E 1+ ﬂ s
¢ ¢ | w-w

Pour w < w, k7, > 0, si bien que k est réel. L'onde circulaire droite se propage toujours. Si on a

0<< @ << @, on peut écrire :
3
1] i
K =(E] [l__rﬁ_r]
' ¢ ¢ i

Or Eﬂ};u—}?_ »> |1, de sorte que kéi 0 ; b, est imaginaire pur. L'onde circulaire gauche est éva-
(] e

=

nescente e ne se propage plus.

L'onde incidente, initialement polarisée rectilignement, est ainsi rransformée en une onde polari-
sée circulairement.
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1. O rappelle gue les prasmas
sont des gaz ioniss

L Autowr e |8 phdition & aguilshre,
les daplacements sont de Nordra
diz I'angstrdm (1 & =102 m).

1 De lordre de guelgues
cantaings de nanomsitras.

A. Milieu dielectrique

A.l. Charges libres - charges lices

Si on néglige leurs propriétés magnétiques, les milieux matériels peuvent
schématiquement étre classés en deux catégories : les conducteurs et les
diélectriques, aussi appelés isolants,

A.1.1. Matériau conducteur

Dans un conductewr, des charges &lectrigues sont Hbres de se déplacer dans
le matériau. Dans les métaux, ces charges sont des électrons des couches
externes des atomes qui forment un gaz d"électrons libres, Dans les électrolytes,
ce sont des 1ons, Dans les plasmas', ces somt des electrons et des cations préscnis
dans le milizu.

Tous ces milieux sont caractérisés par une conductivité électrigque. Clest
dans les métaux qu’elle est la plus &leviée en rason du grand nombree d'éectrons
libres. Dans les électrolytes, elle est plus faible, les tons se déplagant dans un
solvant. Dans les plasmas, la conductivite électrique est également plus faible
que dans les mdraux ; elle est essentiellement lidge au mouvement des électrons,
les cations beaucoup phus lourds étant moins mobiles,

A.1.2. Matériau diélectrique

Dans un diélectrique, il n'existe pas de charges ¢lectrigues libres, mais des
charges liées qui peuvent &' écarter légérement de leur position d'équilibre’.
Ces charges appartiennent aux atomes ou melecules qui constituent le
ditlecrique. Lorsque le diélectrique est plongé dans un champ électrique E
le déplacement des charges crée localement des moments dipolaires B3 o0 il
'y en avait pas, ou modifie Porentation des moments dipolaires déja existants.
O dit que le milieu se polarise ; on parle de polarisation électronique
(déformation des nuages électroniques et déplacement du novau atomigue)
ou de polarisation lonigue (dans le cas des cristaux) pour les milieux
non polaires, de polarisation d’orientation pour les milicux polaires.
La polarisation de la matiére peut étre caracterisée de mamére equivalente
par une distribution de moments dipolaires répartis dans tout le matériau ou
par les déplacements des charges hées.

A.2.Vecteur polarisation

Les équations (1) et (iv) de Maxwell prennent en compte les propriérés des
milieux par Mintermeédiaire des densités volumiques de charges et de courant :

(1) :lJ'vE=—E-
EI'|
i : JE
) rotB=p j+en —
(W} ro Hot +EM, o

Ces grandeurs locales ne sont pas définies au niveau microscopigue. Ce gsont
des moyennes prises a une échelle mésoscopique’ grande devant la distance
qui sépare les charges, mais petite devant la distance sur laguelle varient les
propriérés du marériaw. Les densités p et j sont ainsi des grandeurs nivelées,
fonctions continues de 1'espace et du temps.

La desacription d'un milieu diélectrique peut se faire de la méme fagon. En
désignant par D I"échelle de définition des grandeurs moyennes, £ le volume D3

Chagitre 5 : Ondes dlectromagnitiguas dans les diglecirigues (Sdigra PO




contient en moyenne N moments dipolaires, on définit une densité de moments
dipolaires contenus dans le volume V = D? par :

TEh-pr<bo
1.?' - 1 D} 1

ol <.> désigne une valeur moyenne spatiale, la somme portant sur tous les
moments dipolaires contenus dans le volume V (fig.1).

volume V_ volume V.

q

e R -

s 4N =N -

A | = # | équivalenta |\

by = o PR "

PR Bt WA T =
milieu diélectrique milicu dié¢lectrique

Fig. 1 = Vectaur polarisation.

|

Le vecteur polarisation du milieu, noté P, est une grandeur vectorielle
locale nivelée qui varie continiiment dans 'espace et dans le temps :

n densité volumique de dipdles (m~¥)
P=n<p > < p > moment dipolaire moyen (C-m)

P vecteur polarisation (C-m%)

A.3. Densité de courants liés

Considérons des charges individuelles ¢, dans un volume mésoscopique V' de
I'espace. Plongées dans un champ électrigque excitateur, ces charges sont mises
en mouvement 4 la vitesse . . Elles sont alors 4 lorigine d'un courant moyen
de densité volumigue :

1 .

?E_"ﬂ”r' .

Dans un milieu diélectrique, le méme phénomeéne est observé avec les charges

- . . . dp
lides, le produit g #, étant remplacé par la variation d'un moment dipolaire f

La densité de courants est alors appelée densité volumique de courants liés :
= ] dﬁj
S22

qui peut encore 8" écrire, en reprenant la notation de la valeur moyenne spatiale :

- dp
Ju = “{ dr )
Cours n_ |




Ona ai:ﬁéta‘_nliuntrﬂatimmu'e le mouvemnent des charges lides et le vecteur
polarisation P.

Dans un milieu diélectrique de vecteur polarisation P, il existe des courants
de polarisation microscopiques caractérisés au nivean meésoscopique par la
densité volumique de courants liés :

. ap
Ju.=¥'

A.4. Densité de charges liées

Dans tout milieu matériel électriquement neutre, la conservation de la charge
doit étre assurée. En régime variable, cette propriéré est traduire par la relaton
de conservation de la charge :

Hp o

Dans un miliew diélectrigue on seuls existent des charges et des courants liés,
cette relation devient ;

9y, . [P @ e
— +div| 5| =0, soit: —(p +divP)=0.

LH

Dans un milieu didlectrique de vecteur polarisation P, il existe des courants
de polarisation microscopiques caractérisés au niveau mésoscopique par la
densite volumigue de charges liées ;

P, = —divP.

A.5. Equations de Maxwell dans un diélectrique

Dans un milien diélectrique dénué de propriétés magnétiques et dans leguel
n'existe aucune charge libre, les équations de Maxwell 8" écrivent :

() dive = Pe=
€
.. —=_ dB
E=——
1(11} rot 3
(iif) divB =0
. e = 'EJ'E
(iv} rutB—un[J“+E"EJ

En tenant compte des expressions des densités de courants et charges liés, ces
équations prennent la forme :

!Im = div[eE+P)=0 |

!1{m = EEF% |

(i} = divB=0

e E+P
ot

(v) = EE =K,
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4. Cala signifie gua le tansaur
prend la midme valaur en towl posnt
da Mespace.

5, Cela signifse que les tarmes

diagonaux du tenssur sont @gau,
les autres termes étant nuls.

6. Ce medéle & &t introduit

#u chapitre 3 dans e cadre de
Fitude de la diffusion Rayleigh.
Il est ici wtilisd sans rappel,

Il paut &tre utide de relire la
paragraphe qul &' rapparte.

Pour connaitre les propriétés du champ électromagnétique dans le diglectrique,
une information supplémentaire lide 4 la namre du milieu est nécessaire. Cette
information est apportée par la relation constitutive du milieu entre la pola-
risation P et le champ électrique E . Cette relation est en général compliquée,
imnais le probléme se simplifie si le milieu présente un comporiement linéaire,

AL6. Diélectrique Linéaire Homogéne Isotrope (DLHI)

En régime harmonique permanent de pulsation @, un milieu est dit linéaire
51 la relation entre le vecteur polarisation et le champ électrigque est linéaire en
chacune des coordonnées d’espace. Cette propriété s'exprime cn représentation
complexe sous la forme :

P.omn= Eul,,, E.imn +EDLE3-:M.J'I+-EDLE:IMJ!
Poime= E'DE_-:E' M FE X E mo+te) rﬂ.-:.u.r)
Poaowan= E":q'_zﬂin;.'ﬂ.e]+E°I_‘_E_,-_-;M,e]+EﬂI_E:(H,H

ou I'on introduit le tenseur de susceptibilité diélectrique ) . représente
par une matrice 3 x 3, Chaque terme de ce tenseur dépend de la pulsation o
du régime harmonigue, mais aussi du point M de Pespace.

5i le milieu ezt homogéne, alors ce tenseur est indépendant du point M,
8i le milieu, en outre, est isotrope, ses propriétés ne dépendent pas de la
direction’, et la relation entre la polarisation Petle champ électrique E s écrit
plus simplement :

P(M, 1) = £, ((@)EM,1).

Pour un diélectrique linéaire, homogéne et isotrope (DLHI) en régime
harmonique de pulsation @, la relation constututive du milieu s’écrit, en
representation complexe :

P(M,r) = g, ((@)E(M,1),

ol la susceptibilivé ¥ est senlement fonction de la pulsation w.

A.7. Cas des milieux dilues

A.7.1. Expression de la susceptibilite

Les milieux dilués tels gque les gaz se comportent comme des DLHI peu denses.
Le modéle de I"électron élastiquement lié* permet simplement de rendre compte
de ce comportement. Chaque électron des atomes du milieu est traité de

maniére indépendante. Pour une OPPH de pulsation o, la relation fondamentale
de la dynamique appliquée a I"électron donne :

i =—cE{:]—mm§F—m%? , avec E()=E_cos{wi).

En raison de la linéarité de I'équation, on peut écrire, en représentation complexe,
le champ électrique E(r)=E_¢™ et le vecteur F{ri=r ¢™ . On en déduit
la relation :
o
S R
[w-u —w & ("1

]gtr3=—iEcx}-
m

Cours




7. La pulssthon propre o, est de
l'ordra de 10" rad- 57 ot le facteur
de qualité O de Nordre de 107

En assimilant le milieu dilwé & un
gaz parfait, et dans bes conditions
usuelles da température et

do pression (T = 300 K et p = 10° Pal,
n, ast da Fordre de 107 m~,

Ls pulsstion o, ast slors de [ordrs
die 10" rad -5, ety es1 de Fordre
de 10,

8. Uexpression de la susceptibilié
complexa ne prend en comple
qu'um ssul type d'éactrans
caractirise par la pulsatan
propre ey, En général, dy a
plusieurs types d'ibectrons s,
La susceptibilith est la somme
des contributicns de chacun de
cas bypes, La refatson iablie s
géndralisa alors sous la forme -

X
glob=L

i i
i i1 ]
-| — | -i—
“l.l mﬂ.-'u.

Ainsi géniralisée, cetli exprasson
rend compte an partcudier des
defférents domaines d'absarption
par la matiing,

Le moment dipolaire induit par le passage de "'onde est alors ;
. . & lm -
f)==eF = ).
)= —ef o B

Q

Enfin, en notant n, la densité volumique d’électrons liés dans le milicu,
on obtient le vecteur polarisation en représentation complexe ;

ﬂflelllm E{]} )

o) —w' —j

P(t)=n p(1)= p—

L]

Q

La relation P= Eu;E. constitutive du DLHI permet de déterminer 'expression
de la suscepribilité diélectrigue dans ce modéle :

W) =’ - j

mi
yim)= £ ’
- m:_m: _JIE
Q

’ W
. En posant x=— et
m ),

[

ol I'on a introduit la pulsation plasma w, =

1

A = n:-_: ;on obtient finalement” ;
mvtl

il —|-
1-af -2

A.7.2. Etude de la susceptibilité

On déduit les parties réelle x' = Re[x] et imaginaire x" = Im[x] de la suscepti-
bilité complexe : -

X
. Q
. K@) = . S

() T3]

Avec ces relations, on constate que la suscepubilité diglectrique qui caractérise
la réponse du milieu 3 'excitation d'un champ extérieur dépend fortement de
la fréquence. La figure 2, en excellent accord avec les résultars expérimentaux,
rend compte de cette dépendance.

yl(w)=

I"MM.-.H

Evolution de la partie réelle
Fig. 2 - Erude de La susceptibimé didlectrigue (0 2 1)

——
x
'] Xy 1 X3

Evolution de la partie imaginaire

m Chapitre & : Ondes électromagnétiques dans bes diddectricques (fifigre PC)



4. Meas donferons un sans 3 ces
BEOIBSSWING BPTES @voir determine
la relwtion de depersion dans

ur DILHE dans laguesl 58 propage
ume (IFPH,

10 Dans ces dguatons, fe vecteur
donde kol la susceplibilité 3
déperdent de ks pulsatson o

de I'DPPH.

# La partie réelle ¥° s'annule en ¥ = 1 et tend vers 0 en U'infini, Pour Q =1, 3°

: . 1 )
admet un maximum e¢n x, =1~ S Ctun minimum en x, =1+ Tl ¥’ varie

beaucoup dans [x,, x,]. peu en dehors de cet intervalle.

¢ La parte imaginaire 3" présente égalernent des variations importantes dans
B

[x,; x,]. La différence x -x = L est In largeur 4 mi-hauteur de la courbe,

En raison des variations importantes de la partie réelle ¥° et de la partie
imaginaire " dans I'intervalle [x,, x,], celui-ci est appel¢ zone d’absorption.
Le domaine situe 4 Uextérieur de Uintervalle [x), x ] est appele zone de
transparence’.

B. Propagation d'une OPPH dans un DLHI
B.1. Equations de couplage

L'évolution du champ électromagnétique dans un DLHI non magnétique
est obtenue grice aux équations de Maxwell écrites au § A.5. et i la relation
constitutive du miliew. Toutes ces équations ¢tant linéaires @ coefficients
Constants, on peut decrire la propagation d'une OPPH dans le diélectngue en
représentation complexe. Ainsi, les équations de couplage s"éerivent :

i) = -jk{eE+P)=0

() = -jesE=—juB

(i) = ~-jk-B=0

() = —jkaB=juole,E+P)

avec P(M.0)=¢, x E(M,1).

En éliminant le vecteur polarsation entre les équations, et en notant & le vecteur
unitaire de la direction de propagation, il reste finalement'” :

mn = u
@ = kirE=0B |
- |
() = w-B=0 .
. i) -
:{:w:I = —I_mnE:F[I+EIE.I
|
ol = : désipnie la célerité de la lumiére dans le vide.
E.L,
B.2. Structure des ondes

En prenant la partie réclle des equations (i) et (iti}, on a :

i-E=0 a &-B=0.
Les champs électrique et magnétigue sont orthogonaux & la direction de
propagation. L'OPPH qui se propage dans le DLHI est transversale.

_ S I
Couis



11. Dans la vide, les champs
#lectrigue et magnétigua vibrant
toupowrs on phase,

12 La relation de dispersion est
la panditon de compatibilivé
das dguations de Maxwall,

13 Maous lsiszons au becteur

I gain de mendr las calouls

& leur terme pour datarminer
lag expragsions de &' et £

192

Cependant, le vecteur d'onde étant a priori complexe, la relation :

B==iirE

g |i=

montre que les champs E et B ne vibrent pas nécessairement en phase!!.

B.3. Relation de dispersion

En injectant (ii) dans {iv), on obtient :

- k. =
—gun[;unﬁ]%{lq}ﬁ

d'ot la relaton de dispersion'” ;

¥

Pour dégager le contenu physique de cette relaton, on décompose le vecteur
d'onde k en sa partie réelle & et sa parte imaginaire ", solutions du systéme
de deux équations 8 deux inconnues'* :

vk ey

k" = ‘:;:Im (%]

En représentation complexe, le champ électrique s"écrit :

E — E"E E'I:I::l:&_ Jlai= l-'I:|.l:|.'-:l:I

soit en représentation réelle:  E = R:[E] =E_¢""cos |0t - k'(w)z) .

vide |I milieu di¢lectrique
Fig. 3 - Evalution du chamg dectrique dans un didlectrique [cas d'une polarisation rectiligna),

On retrouve la présence d'un terme exponentel caractérisuque d’une absorption
(" = 0) par le milieu au cours de la propagation de I'onde {Gg.3). En outre,
¥ dépendant de la pulsation o de fagon non linéaire, la propagation s’ accompagne
d'un phénomeéne de dispersion. Un paquet d’ondes se propage donc dans
un DLHI en se déformant avec une amplitude qui décroit.

Chapitre B @ Ondes alectromagnéiiques dans les didlectrgues {filisra PC)
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Remarque

Sion note k| _— le vecteur d'onde dans le vide pour une OFPPH de pulsanion o
€

donnée, on peut introduire les longueurs d'onde &, dans le vide er A{w) dans

le DLHI par :
2K

)"

k, =2f et k'(w)=n'(w)k, =

d'ou la relation entre les longueurs d'onde :
Ata) = —}L .
i’ ()
Cette relation montre que la longueur d’onde dépend du milieu dans lequel
I'onde se propage. En revanche, la fréquence est une grandeur intrinségue
17, En conséquence, on retrouve de I'onde ' :

e fait que |8 fréguence d'une onde v e T—'.,':m} __f W)  © y
reste constante lorsgue l'onde ~Wer  nia L L e
passe d'un milieu 1 & un milioy 2 () ') g L
d'ndice opbque différent, alors

qué 8 longueur d'onde change. B.5. Cas des milieux dilués

* Reprenons le modéle de I"électron élastguement lié. Nous avons établi au § A.6.
I"expression de la susceptibilité complexe du milieu :
X

La permittivité relative complexe du milieu s'en déduir :

E (w)=1+y{w)=1+ S PR
& X
x jQ
La partic réelle € et la partic imaginaire £ de la permittivité relative sont alors :
X
— : _
E{o)=1+ Lt - X.. et e (w)= Q r

)-() ()

La figure 4 donne les courbes représentatives de ces deux grandeurs. Leurs

18. On a en effet: variations sont identiques a celles de " et ¥™"; elles font en partculier apparaitre
£ =l+y o ¢, =1+3".  undomaine [x.x ] oh la partie réelle varie beaucoup et la partie imaginaire
pPrésente un pic.
l-_l FH-
1 Zone de
transparence
O Zone
—_——— d'absorption
X
k3
Il 1 IE
Evolution de la partie réelle Evolution de la partie imaginaire

Fig. 4 - Etude de la permittivit didtectrique [0 2 1)

Chapitra 5 : Dndes #lectromagnétiques dans les digleciriques (hligre P




W8, Pour k=1, 6n & o de Nardre de

10" (b & A.T). Lordre de grandeur

de la profondeur da pénétration de

Fomde dans le miliey, danng par

4= ﬂL . &at de 3- 107" m. L'onde
R

ne se propage pratiguement pes

dang e miliog,

21t Dans le visible, pour x <1,

af e R =1erats el AT,

Lerdra de grandeus da

la prefondeur de pénétratan

de Fonde ast de 1F m.

& La permittivité relative permet de calculer Vindice complexe du milieu grice
d la relation ;

w(m)=g ().
On peut ainsi donner une expression approchée de n pour certaines valeurs
de x dans les zones d'absorption ot de wransparence.
—3ix =1 (zone dabsorption), on a :

E{w)=14 0% . avecy <=1,

soit en developpant py= JE_. =, J1+(g —1) al'ordre Leny, :

g -1 Qx.
2

mes ]+

y ou: n' =1 et " =

- 81 x =<1 (zone de transparence), on a en développant & Mordre 1 en x:
E(m)=1+p_ +;’é;{" avec ¥ =l

d’oh comme précédemment :

;o w X
mmley oetm el

* Pour une OPPH se propageant selon la direction Oz dans le sens des =
crodssants, le champ éleéctrique a pour expression ;

- m
" N -w (W —

E=E @& '

A
i
Cos [m: =mn{@)—z .
E -~

L

- L'indice d'extinction n” contribue & famortissement de "amplitude de Ponde.
Plus sa valeur est éleviée, plus Mabsorption de Monde électromagnétique par le
miliew est forte, ce qui jusrtifiec la dénomination de zone d*absorption pour
Uintervalle [x, x,]".

- A lextérieur de cet intervalle, I'indice d’extinetion #™ est trés faible et 'indice
optique »” prend des valeurs proches de I'unité”. L'onde électromagnénique
peut se propager pratiquement sans atténuation dans le milieu, ce qui justifie
la dénomination de zone de transparence pour ce domaine de fréquences.

C. Aspects énergétiques

Dians un milieu matériel quelcongue, les expressions du vecteur de Poyniing 1
et de la densité volumigque d'energie ¢ different de leurs expressions dans le vide.
Touefois, dans un DLHI, le vecteur de Poyniting 8" é&crit encore sous la forme .
. E~B
==2
K,

Draprés le § B.2, pour une onde de pulsation o se propageant dans le DLHI
selon la direction Oz dans le sens des = croissants, le champ électrigue et le
champ magnétique s"écrivent en représentation complexe :

U_A

iyl

E — 'F_-.“Er-:w -.E o fa) et B = El:fl'l}

Comars




A, On pose

Er = Lil_ ” E~.

22, Lavitesse de propagation
de I'énergee e defimt par

=
KA

F = -1
[ g

{
W

En posant kfm) = &"(o)+ j&°(m) et en prenant la parte réelle de ces champs,
il wient

\E=Re[E|=E_ """ cos (e~ k'(w)2)

L b T

4
B=Re[B|=B, ——[ k(o) cos(wr— ke)z) — k"(o)sin (eor — k'(w)z) ]

L{a]

On en déduit "expression du vecteur de Poynting :

- B .. . . -
M= —= ™ ™= Bw)cos (o = &' o)z) = B0 w)sin (e = &) cos (o - k'{m}:)]u .

Sa valeur movenne temporelle s'écrit alors plus simplement ;

E!k I_H-I:ni

AL |
i qum L

f

En introduisant 'indice optigue s#'{m)= i £ (), il vient finalement :

: ecE’ .
(M} = n'{m}T’“ﬂ" T

Ce résular differe de celui obtenu dans le vide par la présence du terme
d'absorption ¢ %% gt de 'indice optique »' (w}. Dans le vide, on a en effer :
n' =1 et & = 0 pour toutes les pulsations.

Remargue

La définition de la densité volumique d'énergie ¢ e2t beaucoup plus délicave
¢t ne figure pas expliciiement au programme de la filiére PC. On peut cependant
TErenir Que 8 connaissance permettrait de déterminer la vitesse de propagation
de I'énergic v, ", dont on constaterait gqu'elle est différente de la vitesse de
groupe v_de l'onde en raison du phenomene d'absorption.
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L'essentiel
 Milicu dielectrigue
* Le vecteur polarisation d’un milieu diélectrique, noté P, est une grandeur

vectorielle locale nivelée qui varie contindiment dans ["espace et dans le temps :
n densite volumique de dipdles {m™)

P=n(p)  (p) momentdipolaire moyen (C-m)
P vecteur polarisation (C-m?)

* Dans un milieu di¢lectrique de vecteur polarisation P, il existe des courants
de polarisation microscopiques caractérisés au niveau mésoscopique par les
densités volumiques de courants liés er de charges liées :

}"=£ e P, =—divP.
ot

* Dans un milieu diélectrique dénué de propriérés magnénques et dans lequel
n'existe aucune charge libre, les équations de Maxwell s’écrivent :

(i) divie, E+P)=0

- dB

(i) rotE = &
(iii) divB=0

e E+P)
ot

(iv) rotB=p,

v Propagaton d'une O'IPH dans un DLHI
* Pour un diélectrique linéaire, homogéne et isotrope (DLHI) en régme
harmonique de pulsation o, la relation constitutive du milieu 8"écrit, en repré-
sentation complexe :
P(M,1) = £ 3 (@)E(M,1),
ou la susceptibilite ¥ est seulement fonction de la pulsation .

* U'ne OPPH en propagation dans un DLHI est transversale. La relation de
dispersion s"écrit ;
E=2qa+y).
5o (1+3)

11 v a donc simultanément dispersion ¢t absorption.

* Pour caractériser un milieu par rapport au vide, on définit sa permittivité

relative complexe ¢ par la relation :

k() = pe £ (w)w?, soit pour un DLHI @ g{w) = 1 + xlw).
L’indice complexe du milieu vaut alors :
m(w) = g (w).

— La partie réelle n” de l'indice complexe est appelés indice optigue et carac-
térise la propagation de I'onde. Elle est lide 4 la vitesse de phase par la relation :

4] c
k'(w) n'(w)
- La partie imaginaire de I'indice complexe, proportonnelle a £, caractérise
I'absorption de I'onde par le milieu. On P'appelle indice d’extinetion (ou indice
d’absorption) i la pulsation .

v (m)=
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Dot I'équartion dévolution de I'électron en représentation complexe

i -
R S
L-I m:_mi—il p"l..l.lﬁ -:- [I]:_{I]iﬁ
8 Lors du mouvement d'un électron, chaque atome acquiert un moment dipolaire
b=t .
D'ou le vecteur polarisation du miliew :
ne
P=np, soit: _=—-E——_‘
P=np |E m:_m,ﬁ-
2
Introduisons la pulsation plasma m: = pour écrire
nlﬂ
- : -
P=g,—F*—E

Sachant que la susceptiblité x (w) est définie par: P=g g E ., il vient :

ol
‘ X ()= o
puis la permittivité relative complexe donnée par :

i
=0 |

E=1+7y,,dou:
® La densité de courant ;  est donnée par :

o’
EHI'I-'W}

g=5L, soit: §= o,
dr
En notant que le vecteur polarisation P s'écrit : P=—nef , on constate que :
- _dP
Lan S50
Par ailleurs, la conservation de la charge s"écrit :
P
dr

+divi,, =0, soit : %(pﬂ +divP)=0 et p =-—divP




@ En représentation complexe, les équations de Maxwell s’écrivent dans le milieu :

En combinant les équarions i) et {iv),ona :
EnlkABE)=wkAB)

s0it
(k-E)e—k -E=—pe,e0'E
OU ENCOre |
(kc-gw’)E=0
D'oih 1a relation de dispersion :
Bee
-

cn posant L8 = ax + o .

* Avec L) > @, on remargue que :

(i) = divE =P
€y (i) =-f,ek E=0
1("}#1'“@_ H_E = pour une OPPH : {ﬁjs-;‘%aﬂ!--ﬁ:ﬂ
cm}=&vﬁ-u (i) m-;@ﬂ_:n )
s . aE (iv) = —jk A B=p k€ E
{h}#mﬂ=”a[i&+suﬁ]

—51 0 = w = w, ouw = {1, alors &* = 0_ k est alors réel. Une onde peurn se propager dans le milieu

sans absorpton.

-5, = @=L, alors & = 0. k est alors imaginaire pur. L'onde ne peut plus se propager. Elle est

absorbée par le milieu.

La propagation n’est donc possible gue pour des pulsations @ en dehors de la bande d'absoption

w,<w< i),

%o iy ,.g e
S Nk

:
m:l Jei ey ..t.._-\:l:h.J. =2 _-\__.._.a-...

Chapire B : Ondes alectromagnéligueas dens bes didlectrigues (filisre PC)
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servczices

Niveau 1

Ex1 Polarisation électronique

Le champ électrique E gui intervient dans 1'écriture
des equatons de Maxwell est un champ macrosco-
pigque dans le sens ou il est definl comme une gran-
deur nivelée sur une échelle grande devant kes distances
inter-atomiques. Le champ électrique augquel est sou-
miz chague ateme ou molécule d"un miliew diélec-
trigue est un champ microscopique appelé champ local

E.. . Quand le milieu est faiblement polarisé, ce champ

s'exprime en fonction de E et du vecteur polarisa-

T

ton P suivant la relation :

Lo
e
Un considére un milieu diélectrique linédaire, homo-
géne et isotrope contenant des electrons mobiles de
masse e, de charge — & lids & des jons Axes de charge
opposée, On note » ko densitg volumique d'électrons
ou de cattons. Le miliew a1 soumis 4 une OPPH de
pulsation .,

1) On définit la polansabilite complexe glim) du milieu
en réegime harmonique permanent par |

E =E+

P = ne,a{m)E, .

Aprés avoir tappelé la relation entre le vecteur polari-
sation et le champ élecrrique E de Maxwell, expri-
mer la susceptibilité diélectrique ¥ (w) complexe en
fonction de wim), -

) On adopre le modéle de 1'électron élastiquement lié
prour décrire le mouvement des charges, en notant o,
la pulsation propre caractéristique asscciée i la force
de rappel et = 2ml" 9 Ia force de frottements fluides.
On désigne par F le déplacement d'un électron par
rapport 4 sa position d"équilibre. Avec, en représenta-
tion complexe ;

E.I.-: = E-J..f-

exprimer ¥ en fonction du champ électrigue local.
3) En déduire Pexpression du vecteur polarisation et
de la polansabilité,
4} On rappelle la relation entre la permittivite reladve
complexe et la susceptibilité complexe :

Efm) = 1 + 3y (e).
a. Dieterminer la permittivite relative complexe du
milicn sous la forme |

() = g'{w) - je"(m).

b. Tracer I'allure des graphes de £'{w) et de £"(w) dans
e cas ol les fromements sont néghgeables. Montrer en
particulier 'existence d'une zone d"absorprion et de
Zones de ansparence.

5) O se place en dehors de la bande d’absorpiion dans
un domaine de s basse » fréquence. Aprés avoir rap-
pele la relation entre I'indice complexe et la perminti-
vité relative, montrer que 'indice optique du milicu
est donné par la formule approchée de Cauchy :

N mgy=—

Identifier a et b.

Ex2 Couche anti-reflet

Une mince couche plane de diélectrigque, d’épaisseur
ect d'indice n,, est dépostée sur un milicu ransparent
d'indice n_. Une onde électromagnérique harmonique
plane polanisée rectilignement se propage dans 1"air
(indice pris égal 4 1} suivant la direction Oz et tombe
sous incidence pormale sur le diélectrique, Son champ
¢lectrique en représentation complexe est ;

E, = E.e"™* (pour = = 0)

L'ondeé est alors en partie réfléchie dans [*air, en par-
tie rransmise et réfléchie dans le diglectrique, et en par-
tie rransmise dans le milieu rransparent,

1) Exprimer le champ électrique ¢t le champ magné-
tigue total dans I'air (2 = 0}, dans le diélectrique
{0 = =z = &) er dans le miliew ransparent (= = ¢).

2} Les surfaces de séparation des milieus étant dépour-
vues de courant surfacique, comment s"expriment les
relations de passage aux interfaces ?

3} En déduire que le champ électrique réfléchi dans

Iair s'écrt :
5 _ (1—m }{n +n )™ + {140 )n -n) E
(I+m)in +n 0™ +(1-m)(n -n)

aves p=—-—.

'S

4) Comment doit-on choisir ¢ et n, pour qu'il n'y ait
pas d'onde réfléchie ?

Ex3 Onde évanescente
Deux diélectriques parfaits d’indices | et n, occupent
respectivemnent les demi-espaces ¥ = 0 ¢t x > 0. Une

OPPH de pulsation o, polarisée rectilignement sui-
vant Oz, s propage dans le miliew 1 vers la surface de
séparation des deux milieux, Blle arrive sur le diopire

avec un angle d'incidence 8,
= | -
ExErcices



1) Dérerminer "angle 8, 4 partr duquel se produit le
phenomeéne optigue de réflexion worale.
2y Om note le champ électrique incident sous la forme @

EI = E“Ejl:ﬂ—i' rl .

a. Expliciver le vectewr d’onde incident 'E. . Exprimer
le champ électrique transmis si 8. < 8, et le mettre sous
la forme :

b. Montrer que 'expression précédente pour be champ
transmis peut étre exploitée si 8. > & en introduisant
un vecreur d'onde ransmis complexe. On posera :

3} Definir la profondeur de pénétration & de 'onde
dans le milieu 2. Tracer le graphe de & en fonction de 8,
4) Déterminer le champ magnétique B, de 'onde
transmise.

5) En déduire le vecteur de Poyniting ﬁ 4 s 53 valeur
movenne temporelle. Conclure.

Ex.4 Puissance dissipée dans un diélectrique

Une OPPH de pulsation o, polarisée rectlignement
suivant la direcrion Oz, s¢ propage dans la direction
Oz dans un didlectrique de permiivité relative com-
plexe :

£ () = g"[m) + £"{m}.

1) Exprimer le champ électrigue E et le champ
ragnéngLe 1_3 de 'onde en représenration complexe.

Rappeler la relation entre le vecteur d'onde complexe
et la permitoivivé reladve complexe.

2) En deduire le vecteur de Poynting I1, associé &
I'onde. Montrer que =a valeur moyenmne peut 8" écrire :

= E~B
M) =Re| =—=|.
) -ne| 2L |
3) Definir 1a puissance moyenne P_ dissipée par 'onde
au cours de sa propagation en fonction de la densité
volumique d'énergie éleciromagnengue ¢
4) Montrer que P_ s"écrit :
P, = ~div(Tl).

Expliciter P dans la situation de I'exercice.

Niveau 2

Ex5 Propagation dans un diélectrique
absorbant

Une ampoule cylindrigue, d'axe de révolution Ox,
contient un gaz 4 molécules non polaires, Une OPPH

':'fj'_'.l - — ——
(AT} S
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de pulbsation o polarisée rectilignement se propage dans
la direction Oz, S5on champ électrigque s’ écTit, en repré-
sentation complexe

E - E_‘_lla-h': )

On adopre le modele de IPélectron élastnguement lie
pour décrire le mouvement des électrons des molé-
cules. Ainsi, I"équanon d'évolution du déplacement
d'un électron par rapport a sa position J'équilibre est ;

|
m% = —mm:,;- Eml'-l:it -¢E.
1y On néglige la dépendance spatiale du champ élec-
trique au niveau de la molécule. Justifier cette approxi-
manon,
2y Dérerminer alors, en régime permanent, les repreé-
sentations complexes du vecteur position F et du veg-
[eur vitesae ©.
3) Chaque molécule porte £ électrons, La densité volu-
migque de molécules est M,
a. Déterminer le vecteur polarisation du miliew en
représcniation complexe.
b. En déduire la permittivité diélectrigue relative oom-
plexe g{m).
€ On décompose g(m) sous la forme ;

(e} = £"(00) — " (10).
Donner les expressions de £'(m) et £™{m).
d. Interpréter physiquement la partic imaginaire de
El1a),
43 Le miliew est supposé non magnétigue,
a. Ecrire les équations de Maxwell et en déduire la
relation de dispersion lant & et o,
b. Dhéfinir indice complexe pim) et exprimer g®.
5) La physique gquantigue conduit 4 modifier 1"ex-
pression de g (w). Pour passer d™un étar dénergie E 4
un ¢tat d'énergie E, la molécule émet ou absorbe un
phoron de pulsation w, relle que :

|E;‘E.| =fhaw,,

= E-i- ¢tant la constante de Planck réduite.

Pour simplifier, on admet que les molécules du gaz
exisrent essentiellernent dans deux érats d'énergie E,
et E, avec E, > E. Les densités volumiques molécu-
laires dans ces érats sont notées N et N, On montre
alors que £ (W) peut se mertre sous la forme :

e 1
=1 N =N —
E, () +?.z_, u{ : ‘}mu-m+;r '

C étant un coefficient sans dimension et la pulsation
de résonance o, ¢tant donnée par E, - E, = R, .

. Ny
a. Comment s'exprime le rapport N des densités 4
I

I'equilibre thermodynamique ?
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<B
On désigne par o, = :":In pulsation cvclotron et on

i £
pose n = (o - }, coefficient sans dimension pro-
portionnel 4 B

a. Exprimer les composantes [, P . B, du vecteur
pu]lnsutmn en fonction de celles du chnmp Ehmque

E, En déduire une relation entre F et E spusla

forme ! - B
=e, [ JE

ou [y] désigne une matrice dont on exprimera les coef-
ficients en fonction de 3, et de &, On posera !

}
Flm) = T"_{% et glon) = gl

b. Onpose [g] = [Id] + [x]s o0 [Id] désigne la matrice
identite. Montrer que [£] est de la forme :

I+y -1 ]
[e.]=| & 1+x ©
00 14y,

5} Le milicu didlectrique est supposé iselant, non charge
et de propriétés magnétiques négligeables,

. Montrer que le champ électrigue est rrandverse.,
b. Erablir que I"équarion de propagarion vérifiée par

E s'écrit -
]—- FAE=0

€. En déduire la relation de dispersion,
&) Llindice » du miliew est défini par :
0

E=n=
L

Omn suppose que - ¢ < 1 + ¥ et que le milicu st trans-
parent pour 'onde,

a. Exprimer o¥ en fonction de ¥ et g, et en déduire deux
solutions possibles pour \1.

b. Montrer que, selon la soluton retenue pour w,
E, =z JE, . Préciser I'état de polarisation correspon-
dant a chacune de ces solutions.

T Le diglectrique occupe |'espace compris entre les
plans z =0 er 2z = L., Une onde incidenue polarisée rec-
tilignement s¢ propage selon les 7 crotssants a 'entrée
£ =0 du miliew, Les composantes de son champ élec-
trigue, €n £ = {, sont

E=E¢# o E=0,
E_ érant un réel posinf,

a. En décomposant I"onde polarisée recrilignement en
une somme de deux ondes polariséss circulairement,
dérerminer les composantes du champ électrigue pour
De<z<L.

b. Montrer que 'onde reste polarisée rectilignement
en tout point du diglectrigque, mais que la direction de
la polarisation tourne progressivernent au cours de |a
propagation.

Exprimer I"angle de rotation & de cette direction a la
sortie du milieu en fonction des indices #_ et 8 asso-
cids respectivement aux polarisations circulaires drodte
et gauche.

¢. On adopte les valeurs numeériques suivantes :

w=32-10"rad g7 ; m, = 10" rad-s? ; B,=1T;

N=6-10¥m?'; m=9,1-10" kg.

En déduire une expression livtdrale approchée de la

difference o, —n_en foncton de g et de I'indice moven

du milieu noté n_ .

d. Montrer gque 'angle de rotation peut s"écrire !
#=VLE,

ou Y est une constante caractéristigue du miliew appe-

lée constante de Verdet. Donner I'expression de certe
constante.
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Solutions des exercices

Exercices de niveau 1

Exercice 1
| 1) Omn a les wrois relations, en représentation complexe
_ L - - - 1 -
P=erE P=e¢muE, e E,=E+3-P
(v
1 1
Ainsi P G -\ |,
L E-‘.-E. E,
rece( o)
m)= ———
!-': ) ! R )
3

2) Dans le modéle de I'électron élastiqguement lié, le déplacement d'un électron par rapport 4 sa
position d’équilibre, noté 7, wérifie "équation :
d°F _ . dr -
m— =—mu, F —2ml— - ¢E,_
dr’ dr
I'effet du champ magnétique de I'onde étant néghgé. En représentation complexe, I'éguation étant
linéaire, on obtient :

1 3 . _i 5
(or, —? + 2T} ¥ = . E,.

gqui donne : .

F=——M ___E
Towl w20

3) Chaque atome acquiert, lors du déplacement d’un électron, un moment dipolaire :

P=—¢r.
D'ou le vecteur de polarisation du miliea :
P=np
g0Oil, €N reprézentation complexe :
. e’
: P iy =

w, —w + 27w o
On en déduit la polanisabilité o du milieu :
.|:'-.
i £, m

o)== ——(F————
=6 + 20w

4) a. On a alors la suscepubilité diélectrigue :

o e (] ﬁ



puis la permittivité relative complexe :
glw) =1+ x (w).
On obtient :
1

=1+

23
i

500t ;

w!

Em

en introduisant ] =
- W, .
D’aprés I'énoncé, on sait que : w, =< o, La différence ur, - T’ est donc positive.

On pose : £ =@’ - —£ Ainsi :

w|.B,

2

[
£ (0)=1+—F——="
i Q =w +2Tw

b. On obtient alors €' = Re[g] et £" = - Im[g] :
Ew)=1+ m: (0 -
bt cnj-m=}=+czrm}*“n“ )
w,
e (m)= (2 — ') +(2Tw)’ (2fm)

2
—£.
o

2

. 1
Posons également : x= — €1 ¥ = .
o ° la;

Alors les expressions précédentes s'écrivent :

Posons ¥, =:_|:{|1;|.= 0), soit 1 ¥, =

{1-x%)

o) = Lo
= e ey

£"m)=

Xq
1-x"Y + vyt L

Les graphes de €'(t) et €"(w) ont les allures suivantes, dans le cas ol y << 1.
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X

KXo | ¥max

zone de ZOme gone de
transparence  d'absorption  ransparence

%) L'indice complexe est defini par ;
W =E.
En dehors de la zone d'absorption, on a pratiquement £ = 0. g _est alors réel et g est sensiblement
egal a I'indice optique # réel. Alors
=g,
51 on se place dans la zone de transparence pour laquelle x @< 1, on a:

g'= 1 + 1 spuis: £ =1+ 3(1+ x%).
—X

Alors

1 g s . 1.'r_' I T

=.M1 1 S0 ¢ AJE 1+ 1+ .

R e vy

Ainsi: n= I+L+—I” %,

21+ %,
Avec:x = Eﬂmncmnt:m=%,ﬂ"= zm,nn obtient la formule de Cauchy :

1]

nha+£z-, avec “=1|'i+1u- ﬁ=Lﬁ.:.
I 2+x,

Exercice 2

1} La situation physique est la suivante :

onde incidente

onde transmise

onde réfléchie

milicu

air diélétrigque parent

Exdrdices ﬂ




L'onde incidente est en partie transmise dans le diélectrique. L'onde transmise v subit alors des
réflexions internes multiples, des ransmissions muldples vers I'air et vers le milieu transparent.

L'onde réfléchie dans 1"air est donc la superposition de multiples ondes réfléchies dans le diélec-
trique et transmises vers "air, 4 laguelle s’ajoute la premiére réflexion de I'onde incidente.
On peur donc écrire, sans pour I'instant les expliciter, les champs électriques et magnétiques totaux
dans les différents milicux.

Dans I’air, on a, en représentation complexe :
o o o fim-ks) T foeks)
E =Ee +E e

— [ — N o Haareha]
E;_B.rl“ i +E‘r£+:l~1

end cidenic oale el

Dans le diélectrigue, on a :

I r | 1 L oy, e
EI =E“£.I'"|:ﬂ LR +E|,¢Il“ o Bk
13 13 = ke I i ke
EI =Elr‘.li=l! n, ]+ Eu-r":d n ]
rulic I e pelleil
1 fimoeriace wir Mmserface

Dans le milieu transparent, on a :

- = T engha)
A -

I BT

= R A
F Bi‘:e

|

fde raietibie i Mt c
illeomigue'mik transparcm

Dans le diglectriqgue et dans le milieu transparent, il fawt tenir compte de MNindice pour écrire la vecteur d'onde,
: " Dansl'air,ona: k= 2

2) Pour une OPPH tombant sous incidence normale sur un dioptre, il v a continuité du champ élec-
trigque. Ainsi :

—enz=0:E (z=0,0=E (z=0,1);
~BNE= ¢ E, (z=g0) = E.,{z:u}.

En I'absence de courants surfaciques sur les surfaces de séparation des milieux, il v a également
continuité du champ magnétique :

~enz=0:B, (z=0,0= B, (z=0,0;
-ens=¢; E, (2=t = E={z=c,rj.
Pour une OPPH se propageant dans un mikieu non absorbant d"indice », on a :

B= Ené,

N -

ol % estle vecteur unitaire de la direction de propagation, de sorte que les relations de passage aux
interfaces s'écrivent -
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4) Pour qu’'il n'v ait pas d’onde réfléchie { E =0, on doit imposer que le numeérateur de la relation
précéedente soit nul :

(1- u]} {ﬂ|+ uz}:«l‘""l+ 1+ nL)(H] - uzj =
SOIL ENCOre ©

(m, +1)(n, —n.) =™
(m,—1)(n, +n,) )

Lz membre de gauche de cette derniére égalité est réel. Par conséquent, le membre de droite doit
"étre. Ce gui impose ;
@, = AP, P ElANL un entier.
Dans ce cas :
(m, + 1}, — n) = (= 1¥(n, — 1), + m})

gqui donne

[1= (= 12]0f = n} = [1 + (- 1] {n, - 1)m,.

'_¢: On peut effectivemeant vérifier lidentité entre les deux expressions

Ainsi, on doit distinguer deux cas :

- P pair, qui entraine #, = 1 ;

= p impair, qui entraine n, = E .

En pratique, seul le deusiéme cas présente un intérét lorsqu’on veut éliminer la réflexion sur un
matériau d'indice n, fixé. On y dépose alors une couche de dielectrique d'indice :

m= |

et d'¢paisseur :

p étant un nombre enter positf ou nul.

Exercice 3

1) La situation physique est la suivante :
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Puisque n, < n, il peut y avoir réflexion totale, au sens de 'optique geométrique, sur le dioptre. En
appliquant les lois de Descartes, I"angle 8, 4 partir duguel le phénoméne est observé est donné par
la relation :

", smﬂ|I =n,

de sorte que

=]

2) a. Notons E.I le champ électrique incident en représentation complexe. On peut écrire :

[ L}
g5 AT
Ce champ, polarisé suivant #_, se propage dans la direction définie par le vecteur d'onde incident :

- M . ) .
kr=—'—|[maﬂru +m.1:ﬂru }
[ ! =

Ainsi: B, =E_i """, avec F=xii +yi +zi, .

Pour I'onde transmise, on peut écrire :

= M0
. T m o
avec, a priori : k= - {msﬁrn_+smﬂruj}|.

Dans le cas ou 8, < 8, 'angle de réfraction 8 est donné par :
n s, = msind
Ainsi, on peut encore écrire

2
E== MIJI-[EL] sin@,i_+n sinb.ii,

]
' I'I=

b. Dans le cas o0 8 > 8, "expression précédente peut étre formellement conservée en notant :

i ;?[—;}.'ﬁ‘ +n,sin6,i, |

ol n" = 4/n; sin® B —n] , nombre réel.

\ On pourrait bgalemant retenic la solution mathématigue opposée. Elle donne une onde dont amplitude croit expo-
nentiellement quand x augmente. On |a rejette donc en raison de son caractére nan physique.

Le champ électrique transmis s écrit alors ©

= -2: J(--:ﬂl_-.ﬂ‘j

E = ) v
Er EJ-.#‘ £

On obtient un champ dont 'amplitude décroit exponentiellement suivant la direction Ox. Seule
persiste une propagation dans la direction Oy. On obtient donc une onde évanescente,

Exercices n
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Cette relation trés pratigue montre que |a représentation complexe des champs ne parmet le calcul de < [T qua

|
! moyennant une opératian de canjugaison.

3) La puissance instantanée cédée par 'onde au milieu extérieur, au cours de sa propagation, st
e
P(t)= a—ii}
r
ou ¢ est la densité volumique d'énergie électromagnétique. La puissance moyenne P est :
1 g7
P =—[ Pd,

pour une onde péricdique de période T. Ainsi :

1 (" oe
P == — di
- T,LEI:

4) En utilisant la relation de conservation de 1'énergie §+div|:| =0,ona :

lqr, =
P = ‘?J:. divide
L’intégration porte sur le temps, la divergence sur I’espace. On peut ainsi écrire :

P = -di'ﬁ'[%]:ﬁ d:] » ©¢ qui donne @ | P_ =—diviil} .

Dans notre cas, on a @

d R + -% ] k' & -%
P_——az mumﬁ_e ],smt. = umEE"E

Exercices de niveau 2

Exercice 5

1} Dans le modéle de I'électron élastiquement Lid, un électron reste lié 4 une molécule en effectuant
des oscillations d’amplitude a petites devant la longueur d’onde & du champ. Ainsi, la phase de
l'onde k-7 reste sensiblement la méme sur toute la molécule. On peut done négliger, au niveau
microscopique de la molécule, la dépendance spatiale du champ électrigue.

\ On pewt citer les ordres de grandeurs suivants, Dans le visible, [a longueur d'onde g5t de lordre de 0.4 pm &

: " 0,8 um. La taille d'un atome est de 'ondre de 10-°m, celle d'une molécule de guelgues nanométres, A moins d"en-
visager des rayonnements trés énergdtiques, on a8 << i
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En représentation complexe, on a ;

D'ou la relaton de dispersion :

'*D.' Il ne s agit que de la relation - k*= = E..

£| % Pour obienir la relation de dispersion, on écrit & » (i), puis on utilise {iv] et le fat gue k at E sont orthogonaux.

b. L'indice complexe, défini par »* = £ , s'écrit :

3) a. Si la rempérarure du milieu est'T, les densités N, suivent une loi de Boltzmann, a I'equilibre :

E
N=CeH
N, .. .
de sorte que le rnppunﬁlumt:
1
B =B
N,

N

Ainsi, avec E, > E,, on a N, < N,. Les niveaux d'énergie les plus peuplés sont ceux de plus faible
niveau énergétique.

Enoutre N, - N, > 0, donc : £" = - Im[g | > 0, comme dans le modele de I'électron élastiquement
lié. L'onde se propage avec atténuation de son amplitude.

b. 51, par un procédé physique, on obtient N, > N, le systéme n’est plus a 1’équilibre thermodyna-
migque.

De plus, £” devient négatf. L’amplitude de I'onde croit au cours de sa propagation : elle se charge
en énergie, ou autre fagon d’exprimer cette idée, elle contient de plus en plus de photons. Cette
amplification de I'onde au cours de sa propagation est exploitée dans 1"effet laser.

Exercice 6

1) En I'absence de champ électrique extéricur, les dipdles constututifs d*un diélectrique ont des
orientations quelconques en raison de "agitation thermique. La polarisation résultante P est donc
nulle. Si un champ statique E , est appliqué, la polarisation est proportionnelle i E.

P =€), E,
1., étant la susceptibilité diélectrique en régime statique.
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D'ou :
JEE =pofo+jue, (1+x)] E
500l eNcore |
E=H{,E¢,¢f [I- +E*J_j“'{|m
Avec:y, =y, (1 —jut)ona:

kS 1 |
£1=m_1[1+xﬁ—mu]—j_|¢m, d'ot : g’:m—![l+xn—j[mrx"+in I
[ c E 0

5)a.Avecg =1+ .ona:

le.|= 1+ 3,0 + Gmn)’
L’énoncé donne f = 2,4 10° Hz, d’ou :
w=2nf=1,5100mad s' et wr=15102<1.

,_"_'E"vu Ca résultat était attandu, "expression g, = g,[1 = jot) n'étant vérifide que dans cette situation,

Par conséquent :
|g,| =1+, dod: x, =80
On peut ainsi calculer :
a
Wiy, = 1,2, 4 comparer a . = 7,5 107,

o

On a donc : wty, = %,dl:surt:qut:

1

¥ = =1y, - foey,

b. En écrivant £ = & e®, ona:
k.= |k| et &=-argk
SOAT ¢

_ 2 a [ a1 WX,
s o e

Avecy, = l,ona:
L]
k "'_\||i+
L & IU a

¢. La partic imaginaire &” = Im|[#&)] est associée a une absorption de I'onde par le milicu.

La profondeur de pénérration & est EL 5 BOIL

-l

Numériguemnient, on HOUVE ;

k. =452m', ®=08 e b&=16em.
Ainsi, I'onde pénétre jusqu’s une profondeur de quelques 16 cm dans le miliew. Un aliment de cette
taille, placé dans un four 4 micro-ondes, ressentira 'effet de 'onde électromagnétique. L'énergie
électromagnétique dissipée dans 'aliment sert alors & chauffer ce dernier.
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Exercices de niveau 3

Exercice 7
1) La relation fondamentale de la dynamique appliquée a un électron s"écrit :

dF —
"= —mw’F —e(E+5AB,).

Dans cente relation, on néglige I'influence des frottements, ainsi que I'effet magnétique de 'onde
devant I'effer électrique.

. ¥ ~Bll _
't:;. Les electrons etant non relativistes, on a 3 =—«< 1, B étant le champ de N'onde.

2) En représentation complexe, la relation précédente s'écrit, sous forme vectorielle ;

() — ' )F =——(E + jf ~B,).
M

Le vecteur polarisation P en représentation complexe est donné par :

E=_N'!E.!
d'oi, en multipliant par (- Ne) :
. - . - [eB
--:m;—m‘}r=1"ig—ﬁw_n['—"]
#I i

| _
3) 5i B, = 0, la relation précédente donne :

Ne’
P=—2_E
W~
de la forme P :EDIuE.D'ﬂI:l:
' Ne’
¥,(@)=——"—  enintroduisant o’ = .
- . — foem
- O .
4) a. On pose : F=F a,+B a +PF a.
On a alors : P A &‘zi"_ﬁ,— Eﬁh

de sorre que la relation érablie 4 la question 2 5’écrit :
(0; ~0")P, =eoE, - oo P,
(0] -w")P, =¢,0lE, — joe P,
(o) -~w')P = Eﬂﬂ]:E.l

La derniére équation donne immediaterment :

i
P =g, m_E* =X, (0)E, .

- 219
Exergices
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Pour une onde circulaire gauche, on auraiten 2 =0 :
E (r=04) = E_¢= (i -ji).
Do peut ainsi écrire ©

(E, +E )

[ a1
[ [waf

B | —

L'onde incidente polarisée rectilignement est une combinaison linéaire de deux ondes polarisées
circulairement. En utilisant les résultats précédents, on peut écrire, pour 0 = z = L.:

E_{#gl’:l — E_l‘”:d & “l:it_l': + l.ﬂ_"l}

E (z,00=E """, - i)

de sorte que ;

o)== e (e (@, + 0, ) +¢ 4G, - ).

k +k k -k
Posons km= *; et K= *2 — _ Alors @

E{z,t) = %e”"""" [-ﬂ Fa, - ) +e™ i+ ﬁ_u]']-

Finalement :

E(z.1)=E_¢""*[ cos(Kz)ii, - sin(Kz)i, |

b. En tout point du diglectrique, ¢’est-a-dire pour = fixé, le vecteur cos{Kzji —3&1{1{.:}&? est fixe.
La polarisation est donc rectiligne. Cependant, elle évolue avec =. A la sortie du milieu, la polarisa-
tion a tourné d'un angle 8 = KL par rapport i la polarisation en z = 0, soit :
B :
B=—-»I(n —n
% (n, —n_)
e. Avec les valeurs proposées, ofia - '

@ = 1,410 rad-s 1 ; @ = 1,810 rad-s7; 2, (0) = 2,2; u=6,410°; y(w}=2,2; glw) = 1,410,

On adonc : g << 1 + %, de sorte que :

n, a,.f'u_x[n £ ]

21+

- _
M 1+;r_[1 2{]-!-.:]]

Avec une valeur moyenne d'indice :

il vient :
&

n-n_ = s SOIL: | M -nm =£
;El+x _ n,

d. Aingi, on trouve Analement 1'expression hitterale :

u,,g'._ﬂl"_ » expression de la forme VLB, avec: | vy = &0
2n_c _ 2B n_
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Chaine d'oscillatewrs. &
Champ électrique, 34, 107
Champ magnétigue, 32, 102
Coefficient

= de réflexion, £5, 66, 147, 148

- de transmission, 5, 66, 147, 148
Conditions aux limites, 16, 65
Conditions initiales, 16
Conservation

—de la masse, 53

—de I'énergie, 60
Corde

- vibramte, i 16

= de Malda, 19

Densite de courant d énangie. 55
Densité volumigue d'énergie, 60, 39
Diélectrigue. 156
Diffusion, 104
= Rayleigh, 105
- |polarisation par}. 107
Dipdle oscillant, 100
Dispersion, 135, 143
DLHI, 183

Effet de peau, 150
Electron élastiquement lié 104, 163
Equation d'Euler, 53
Equation de d' Alembernt, 7, 55, 95

— (soiution générale), 11
Equations de couplage. 54,94, 191
Equations de Maxwell 94

H-I

Hypothése adiabatique 51
w acoustique. 57
ce

= complexe, 190
- d'extinction, 137, 153

- optique, 136. 183

L-M-N

Lois de Descartes, 146, 147
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Longueur d'onde. 13
Maode propre, 16

MNeeud, 15

-P-
O-P-Q
Onde

= longitudinale. E, 57

= plane, 12

- progressive, 10, 17

- stationnaire, 14, &1

- sonore, 57

- iransversale, 36
OPPH. 12, 56, 56
Paguet d'ondes, 1359
Période, 13
Perméabilité du wide, 594
Permittivité

= du vide_ 594

= relative, 193
Plasma, 134
Polarisation, 97

= girculaire, 36

- elliptigue, 96

- rectiligne, 93
Principe de superposition. J
Profondeur de pénétration, 137
Propagation d'une onde, 7
Puissance acoustique, 59

RS

Relation de dispersion, 17, 135, 197
Relations de passage. 145

Représentation complexe, 13

Résonance, 71

Séparation des variables iméthode de), 14
Surpression, 57

Susceptibilité, 159

T-U-V

Vecteur d'onde. 17
Vecteur de polarisation 155
Vecteur de Poynting, 99
Ventre, 15

Vitesse

= de phase, 134
- de groupe. 140

W-X-Y-Z

Zone
- d'absorption, 151, 195
- de rayonnement, 100
= de transparence, 191, 195




Breéal, I'editeur des prepas

| En francais

P Lépreuve littéraire
— En un seul volume, une préparation compléte et efficace i I'épreuve littéraire des concours des
aemdenorne  Grandes Ecoles scientifiques, sur le théme au programme : résumé et analyse des ceuvres au
— programme, étude synthétique du théme, méthodologie des épreuves, traitement d'images et
e dlautres textes en lien avec le thime,

P 20 dissertations analysees et corrigees

Vingt dissertations autour du théme au programme, complétées par une méthodologie
générale illustrée. Chaque sujet comprend une analyse de 'énoncé, un plan détaillé, ainsi
; qu'un corrigé rédigé et de nombreux commentaires.

w=—==_P Connaissance d'une ceuvre

T a Hjramephr

Les repéres essentiels sur I'eeuvre et son auteur, une analyse détaillée du texte et des princi-
- paux thémes, des compléments utiles et des prolongements vers d'autres ceuvres.
ol =

} La philotheque

Cette collection permet de comprendre les enjeux philosophiques de I'ceuvre étudiée et les
concepts qu'elle véhicule. Chaque ouvrage comprend des éléments de lecture et d"analyse de
I'ceuvre dans son ensemble, le texte intégral d'une partie de I'cewvre et différents outils (voca-
bulaire, notions, etc.).

En langues

» Journal'ease Vocabulaire, Journal'ease Exercices

Les 1300 mots nécessaires pour lire et comprendre la presse anglo-saxonne, ainsi que des
exercices variés pour s'entrainer 4 utiliser le bon mot au bon moment, a l'oral comme a
I"écrit. Dees outils de travail efficaces pour préparer les concours et les examens.

Existe aussi en allemand [ Journ'allemand Vocabulaire et exercices),

en espagnol (Jowrnal'isimo Vocabulaire et exercices) et en italien
(Journalitalien).

P Fort en theme - Fort en version

Des exercices de théme et de version, de difficulté progressi-
ve, pour s'entrainer i ces deux technigues de la traduction.

Titres disponibles en anglais, allemand et espagnol.
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Titres disponibles en deuxiéme année dans les filiéres PC et PSI...

En Mathématiques En Physique
Analyse PC Optique MP-PC-PSI-PT
Analyse PSI Mécanique MP-PC
Algébre et geamétrie PC Electromagnétisme PC-PSI
Algebre et geométrie PS5 Physique des ondes PC-PSI
Thermodynamigue BC-P5I

En Chimie Mécanique des fluides PC-PSI
Chimie organique PC Electrotechnique PSI
Thermoadynamique-Matériaux PC Electronique PS5
Chimie PSI

Livres d'exercices
Mathematiques PC-PSI
Physique PC / Physique PSI
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